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Esame di Fisica 2
Corso Interateneo di Ing. Informatica e Biomedica -20/06/2016

Problema 1

Un atomo di idrogeno €& costituito da un nucleo #&vdam carica di un proton€.=+e|, attorno

al quale ruota un elettrone avente carica negafivar-jg| (dovee € il modulo della carica ,/’ S
dell’elettrone). Si assuma che l'unica forza présem la forza di Coulomb, e che l'elettrone # \
muova di moto circolare uniforme. Dimostrare chenérgiaE(r) dell’elettrone varia con Ial' / :

distanza dal nucleo secondo la seguente formula: \ +e I
1 € \ 7
E(I’) =—-= ‘. R4
247®,r ~__~
Problema 2

Sia dato un filo rettilineo finito di lunghezza par2a e percorso da correnite

1) Dato un piano passante per il centro del fijmegpendicolare ad esso (vedi figura a sinistragrd@nare il vettore
campo magnetic® (modulo, direzione e verso) generato su un puhtuédsto piano a distanzadal centro del filo.
[Esprimere il risultato in funzione dei parametri er, oltre che delle costanti universali se necesgario

2) Sia data una spira quadrata di latoe2percorsa da correntdn senso antiorario in figura (a destra); utilizza
risultato precedente per determinare il vettore pramrmagneticoB (modulo, direzione e verso) generato sull’asse
perpendicolare alla spira e passante per il suo

centro, a distanzadal centro.

[Esprimere il risultato in funzione dei parametril a{IT I
ez, oltre che delle costanti universali se neceskari I

3) Confrontare il risultato ottenuto per la spil I/"
quadrata con l'analogo risultato per una sp

circolare, nel caso in cui le due spire abbiano| # 1 4
stessa area e pef>a.

Problema 3
Sia dato un condensatore piano a facce quadratetali e distanza fra le piastre parih&<l. All'interno del
condensatore si trova un corpo dielettrico a fodnparallelepipedo con facce quadarate di latospessoré, che
inizialmente occupa esattamente il volume intereb abndensatore. La costante dielettrica relatiyaag a & e |l
parallelepipedo ha massa Il corpo dielettrico € libero di muoversi lungadsex parallelo a uno dei lati delle facce
guadrate (vedi figura), e il centro del dielettrgidrova inizialmente nella posiziome0 (I'origine dell'assex coincide
col centro del condensatore). Le piastre del cosatene sono collegate a un generatore di tensiongnoa la cui
differenza di potenziale & parva.

1) Determinare I'espressione della capacita detlensatore in funzione dj C(x), supponendo che il dielettrico venga
spostato dall’'origine in una posizione generica tdle)|<l.

2) Calcolare il lavoraNg(x) fatto dal generatore per uno spostamento detttlielo dax=0 ad una posizione generiga
tale che)|<l.

3) Calcolare il lavoroNg(x) fatto dalle forze elettrostatiche per uno spostatm analogo a quello del punto 2), e |l
lavoro totaleWror(x) fatto dall’intero sistema (condensatore piu gat@e) per tale spostamento.

4) Tenendo conto chdW;or(X)=FI[dx, calcolare la forz&(x) che agisce sul dielettrico in funzionexdiper x|<l, e dare
una rappresntazione graficarix) in funzione dix.

5) Posto il dielettrico nella posizionesl/2, calcolare la correnteche
circola nel generatore fino a quando il dielettrinon arriva nella l
posizionex=0, assumendo che il dielettrico partaxd®2 con velocita
nulla.

[Si esprimano i risultati in funzione dei paramdirih, m, &, Vo, in ___ A VO
funzione della coordinatx ove richiesto, oltre che delle costan
universali ove necessario].




Soluzione problema 1
L’energiaE dell’elettrone intorno al nucleo sara pari allansea di energia cinetica e potenziale:
E=K+U

1
=§m\/2 +(-eM(r)
dove I'enegia potenziald € data dall'interazione della carica dell’elet&pre, col potenziale elettrostatico,
V(r), generato dal nucleo nello spazio circostantdardg perV(r) I'espressione del potenziale generato
dalla carica puntiformeerdel nucleo a distanza genenetica

1l e
V()= —
(r) are, 1

dove con tale espressione si € pd4ta~)=0. Tornando all’energi& dell’elettrone si ha quindi che:
1 e’

E=>mv’-
2 47

Ricordando che la forza di Coulomb fra una carigsitiva € una negativa & una forza centrale attaathe
segue che la forza di Coulomb é la forza centripegponsabile del moto circolare uniforme:

rnaC = I:Coulomb
v2 e’

m— = 5
r ArE,r

dove ac & l'accelerazione centripeta che & pari’&. Dall'ultima formula scritta possiamo trovare
un’espressione penv’ da sostituire successivamente nell’energia ciaetic

2
e
mv? =
47 1

Quindi I'energia dell’elettrone diventa:

2 2
Er)=2-S - €
24rE,r AT N

1 €
Elr)=-=
(r) 247E,r

Soluzione problema 2

Punto 1): Come nel caso del filo infinito percoda correntd, il vettore campo magnetid® generato da
tutto il filo a distanza da esso, giace nel piano ortogonale al filo eitezidne e verso dati dalla tangente
alla circonferenza (avente il centro coincidente kzoposizione del filo) che gira in senso antimrattorno
alla correntel del filo. Per quanto riguarda il modulo del campagneticoB, dividiamo il filo in tante
porzioni infinitesimedl, ciascuna delle quali genera una porzione di camgpgneticalB:

dl x Ar
dB :'U_OIQ
4 Ar
4B = Mol dl Tdr E‘slnﬁ
4n Ar

dove nell'ultima formula é stato esplicitato il mdd del prodotto vettorial@lxAr utilizzando il seno
dell'angolo compreso i due vettori, 8lrDalla figura si vede che dhsin(90°-¢ ) e quindi sir=cosa, dove



®
a e I'angolo compreso fra il vettod e il vettorer, quest'ultimo essendo la proiezioneAti sul piano
ortogonale al filo. Riarrangiando I'ultima formwaottiene che:

_ Ul dI [sin@

p=fo =~ >~
4 Ar?

4B :,u_oldl [tosa
4n  Ar?

Utilizzando le seguenti uguaglianze (fare riferineealla figura):
y=rtara

ﬂ: r d_rda

da  cofa ° cofa
rda
d =dy=
y cos a
r 2
r=Arcosa — Ar® =—
cos” a
all'interno della formula ottenuta pdB, si arriva a:
I
dB = /J—OZLCOSO'
A r?/cos a
rda
|
dB = 'U—O—C‘Jsz q cosa
4T v
cos a
I
dg = Ho! €O 4
4n

Quest'ultimo € il contributo infinitesimdB dato al campo magnetico totale da una porziornritesimadl
del filo. Sommando tutti questi contributi per téma lunghezza del filo, si ha il campo magnetataleB:

B(r)=[dB

M) P
B(r) =" [cosa [da
4 =
0
Nell'ultimo passaggio la distanzadal filo & stata portata fuori dal segno di intdgrperché si tratta della
proiezione diAr sul piano ortogonale al filo, ed e costante p&etle porzioni di filodl. Gli estremi di
integrazione sono dati dax-e +a,, che sono gli angoli che individuano le esterrdifilo (nel caso di filo

infinito si avrebbeny=172). Risolvendo il precedente integrale si ottiehe:



B(r) = Z—srl[sina]igg

B(r)= 4

jrl [sina, —sin(-a,)]

B(r):'u—OIZSinaO - Aol sina,
4 2

Per poter esprimere il risultato in funzione deigoaetri del problema, & necessario esprimere divegate
il sinap. Con riferimento alla figura abbiamo che:

R=va’+r’ sina, = a
. - o T~ >
Rsina, = a var+r?

In definitiva si ha la seguente espressione pearilpo magneticB(r):

_ K]
0= o e

Punto 2): La spira € costituita da quattro latiscuno di lunghezza pari a 2ome il filo del punto 1). Un
punto P situato a distanzasull'asse verticale passante per il centro dglieassi trova a distanzadal

centro di ciascuno dei quattro lati della spiradf\fgura), conr=(a*+2)*2.

BA[Y" B:
e

Quindi il campo magnetico generato in P da un &dtm della spira obbedisce alla legge trovata akea),
che ci restituisce il modulo del campo magneig(), doveB; € il campo generato da un solo lato. Come
detto al punto 1), tale campo magnetico ha la iineze verso della tangente alla circonfernza dteeig
senso antiorario intorno al filo (di un solo latt)lato |, in figura genera allora il campo magnetBp che
forma un angold con I'asse verticale passante per il centro dgdlea. Il lato oppostdy, genera il campo
B, (in figura) che ha stesso moduloBjj ma direzione e verso riportati in figura. Anclsegorma un angolo
dcon I'asse verticale, ma e diretto verso sinistriigura (mentreB; € diretto verso destra). Ne consegue che
le componenti orizzontali @, e B, si annullano reciprocamente, mentre le componenmticali sono uguali

e si sommano. Analogo discorso vale per gli alte ¢ati, quindi il campo magnetico totddeor € parallelo
all'asse verticale e diretto verso I'alto in figui@on la correnté che gira in senso antiorario vista dall’alto);
il modulo diBror € pari a 4 volte la componente vertical®d{una per ciascun lato).

QuindiBror=4B, ,, doveB; ;€ la componente verticale Bj:

B,(2)= My a — Ho a
(2)= =
27T (az +r2)]/2 2]7(612 + 22)1/2 (az +a? +Zz)1/2
dove si & fatto uso del fatto che(a®+2?)"'% per la componente verticale abbiamo che:




Ho|
2ma’ + zz)y2 (2a2 + zZ)JV2
y7n a a
271(a2 +Zz)1/2 (2&2 +Zz)1/2 (az +Zz)1/2
Nell'ultimo passaggio si € usata la relazione (Vigglira dove € messo in evidenza quali sono gliong
uguali e pari @):

a
cosd = ? = —(a2 t 7 );1/2

cosd

B, (Z)

B, (Z)

Infine per il campo magnetico toteBeor Si ha che:
BTOT (Z) =41 Bl,z (Z)

(=)

2ﬂ(a +z )(Za +z )y

Punto 3): Il campo magnetico generato da una spicalare sul suo asse a distazadal centro della spira,
BCIRC(Z) e dato da:
e sl )
CIRC
2zr(R2 +22)"

doveR & il raggio della spira. Poiché la spira quadhataato pari a &, la sua superfici€ & data da& (che
compare al numeratore dell’'ultima espressione teoghpunto 2); per una spira circolare si ha ievele la
superficie S & data dazi¥’ (che compare al numeratore dell'ultima espressiserita). Allora i campi
magnetici di spira circolare e spira quadrata dialg superfici&S sono dati da:

AL

= e

HolS
%*)m@+ﬂ@+zy

Perz>>1 si ottiene che il termine dominante al denomdreé propricz, € per i campi magnetici di spira
circolare e quadrata di uguale superficie S seoétiche:

HolS
2z’

HolS
BTOT (Z >> 1) A3

2
Quindi a grande distanzadal centro della spira, il campo magnetico gewelatgo I'asse passante per il
centro della spira & lo stesso sia per spira @reoké che per spira quadrata quando queste hammadeug
superficieS e sono percorse da uguale corrdntevvero quando le due spire hanno lo stesso marndint
dipolo magneticar=I[S.

BCIRC (Z . 1) -

Soluzione problema 3
Punto 1): Quando il dielettrico viene spostatomittattox>0 (verso destra in figura), il condensatore result
essere il parallelo fra due condensatori, di cld agampletamente vuoto e di lunghezza paxi a I'altro



completamente pieno di dielettrico e di lunghezaa pl—x. Per entambi questi condensatori I'altro lato
della superficie & dato dal lato Utilizzando I'espressione della capacita per emsatori piani a facce

parallele, si hanno le seguenti espressioni peeiabndensatori:
c =& _g,e1(1 - x)
0o~ ! D~
h h

dove C, e Cp sono rispettivamente la capacita della parte veadaquella con dielettrico. Dato che queste
due parti sono in parallelo, la capacita total@ &msomma delle precedenti:

CTOT=C0+CD
Elx &,& I —x
Con )= % 8102)

Cror (X) :5_;:|[X+ & (I - X)]

Cror (=2 e, = (e, - 1)

Come detto sopra, abbiamo finora considerato unstamentoc0. Ma se consideriamo uno spostamento
di pari entita nel vesro opposto (ovvexd), il valore della capacita totaliyor deve essere la stessa ottenuta
nell’ultima espressione, perché si tratta fisicateetello stesso oggetto. Per poter ottenere Isstesore di
Cror perx>0 ex<0 quando il modulok] € lo stesso, &€ necessario sostituixél auo modulo:

Cror (X) zg_ﬁl[grl - (gr _1)|X|]

Quest'ultima espressione ci da’ la giusta dipendetizCror da x, per tutti i valori dix (sia positivi che
negativi).

Punto 2): Quando il dielettrico viene spostatdhasiuna variazione della capac@gr; poiché la differenza
di potenziale ai capi del condensatore & costargareaV,, allo spostamenta corrisponde anche una
variazione di caric® sulle piastre del condensatore:

Q(X) = Cror (X,
QW)=Vy et -, ~2)x]

dove abbiamo contestualizzato la legge generalei pendensatori al presente problema (@re C
dipendenti da). L’ultima espressione scritta rappresenta il kaldella carica) per uno spostameniodel
dielettrico; perx=0 si ha invece che:

&l
Q =Vo = [e:1]
Ne segue che la variazione di cad@ per uno spostamento del dielettricoxd € pari a:
2Q=Q(X)-Q,

AQ=V0€—[?]|[gr| (e, —1)|x1]—v05—[?]|[5r|]

2Q=, £ (¢, -1

Dato che per un dielettrico si ha sempre ghé, dall’'ultima espressione segue che la carida gidstre del
condensatore diminuiscAQ<O0) se il dielettrico si sposta verso I'esterno amhdensatore (in questo caso di
condensatore non isolato e con differenza di paénezostante). Questa variazione di cafiaattraversa il
generatore e si avra, in corrispondenza di talegggo di carica, un lavoro fatto dal generatoreguoa



W, (x) =V, [AQ

W, (x)=-v¢ 2, ~1)

Il valore negativo dW indica che il lavoro e subito dal generatore, ogviegeneratore accumula energia
per uno spostamento del dielettricoxd@ verso I'esterno.

Punto 3): L'energia potenziale elettrostatica aadlata nel condensatore, per una posizioigenerica tale
che x|<l, e pari a:

Ue ()= Cror OOV
Ue (=550 et -6, -2

Perx=0 si ha allora che:

u. 1£I[ I]\/2

Per uno spostamento del dielettrico x¥0 fino ad una generica posizioxesi ha allora la seguente
variazione di energia potenziale elettrostafith:
AU, =U (x)—UE'O

N T I G S

1., &l
AU =—Ev02—r°](‘sr - 1)

Poiché il lavoro fatto dalle forze elettrostatiéhpari alla variazione di energia potenziale catahiasegno,
si ha allora che:

W; =-AU.
1..,¢&l
WE :EVOZ—I:(gr - XXI

dove l'ultima espressione rappresenta il lavordofatalle forze elettrostatiche per uno spostamelaio
dielettrico dax=0 ad una generica posizioxéale chex|<l.

Sommando il lavoro fatto dal generatoW®;, e quello fatto dalle forze elettrostatiche (iat@one
coulombiana all'interno del condensatov), si ottiene il lavoro totale fatto dal sistema ppingere fuori il
dielettrico:

WTOT :WG +WE
Waor (9= V528 (e, ~0)+ 27 £28 (e, 1)

Woor (9 == 2V¢ S22 e, - 1)

Dato cheWro1<0, ne segue che il sistema elettrico nella sweeéarza (generatore piu condensatore) subisce
un lavoro se il dielettrico viene estratto, ovvéraecessario compiere lavoro dall’esterno per restib
dielettrico.



Punto 4): Dall'espressione data nel testo del okl dWror(X)=F[dX, segue che la forZa a cui e soggetta
il dielettrico in assenza di azioni esterne é @dla derivata rispetto & del risultato appena trovato per

Wror(X):

dw.
F —_ 10T
()=
_ [ Lyed,
F)=S |3V e -1
1, & d|x
F :—_Vz_0 -1)—
(=2 £ (e, -9
2
F(x)=-"22 ¢, ~2)sign(

dove é stata usata la funziosign(x) come derivata del modulg| [(la funzionesign(x) restituisce il segno
dell'argomento, ovvero € pari a +1 pet0 e pari a —1 pet<0). La forzaF e quindi costante in modulo ed e
sempre diretta verso l'interno del condensatore/eny € negativa (diretta verso sinistra) pef ed e
positiva (diretta verso destra) perO (nella condizione dk|l). Segue una rappresentazione grafict(g)

in funzione dix, sempre pekx]<l:

F(x) A
___________ LT sl(5-1)/2h

—Vetel(g—1)/2h {-----—-----

Punto 5): Nel punto 2) é stata trovata I'espressidella caric®(x) presente sulle piastre del condensatore:

Q(X) =Vo E_ﬁl[‘grl - (gr _1)|XI]

Man mano che il dielettrico si muove dal/2 versox=0, si ha variazione di cariaQ sulle piastre del
condensatore, e tal) coincide con la carica che attraversa il genegathie segue che la corrente che
attraversa il generatore durante tale moto e data d

_dQ_dQ gx

Codt dx ot

1=, 2 (e, ~Dign()

Nell'ultima espressione rimane da determirggelt che coincide con la velocita del dielettrigzoSiccome e
nota la forza totalé-(x) che agisce sul dielettrico in funzione>dipossiamo scrivere il Il principio della
dinamica per il dielttrico:

ma, = F(x)

1., &l :
ma, = —EVOZ —ro] (&, —1)sign(x)

X

Poiché il problema chiede la corremtper dielettrico che si muove dal/2 e arriva inx=0, si ha che0
durante questo spostamento e qusnghi(x)=1. L'ultima espressione diventa allora:



1., &l
ma, :_EVOZ_I:(gr _1)
a :—ivoz‘g—ol(er -1)

*2m h
L'accelerazione e quindi costante, da cui segues@rao in presenza di un moto uniformemente acaeler

(dax=1/2 fino ax=0). In tal caso si ha la seguente espressionkapedocitav(x) in funzione della posizione
X:

2 — 2
v (x) =V, +2a,AX

I
v3(x)=2a, | x-—

2
dove nell'ultimo passaggio abbiamo sostituito lediaioni iniziali, ovvero dielettrico che parte gal/2 con
velocita inizialevy nulla. Sostituendo I'espressioneadisi arriva a:

v2(x)= 2ax(x —%]

Nell'ultimo passaggio é stata presa la soluzione radice negativa, perché il moto e uniformemente
accelerato verso l'interno del condensatore e quidrelocita e diretta verso sinistra in figurael{a
direzione dell'asse negativo delk® Abbiamo determinato la velocita in fuzione>diperché il testo del
problema richiede di esprimere il risultato in fiome della coordinata ma non in funzione del temgo
Sostituendo la formula appena trovata gy all'espressione della correrlig) si ottiene che:

1=, 2 (e, -9 (¥

109=v, 2 (e, - 1)J% (e - 1)['E _ xj

w5

Come si vede la correntéx) € positiva pex che va da ¥2 a 0, ovvero la carica attraversa il generatore
concordemente alla differenza di potenzigleman mano che il dielettrico e risucchiato all'mie del
condensatore (discorso contrario se invece il tiiele si sposta da=0 verso |'esterno, con conseguente

correntel che si muove in verso oppost¥a.




