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Esame di Fisica 1
Corso Interateneo di Ing. Informatica e Biomedica -05/07/2016

Problema 1
Sia dato un ciclo di Carnot reversibile operangel& temperatura massiiga=T; € la temperatura minimBy\=Ts.

Se ne consideri la rappresentazione non nel gievioma nel piandl,S (temperatural contro entropigb) riportata in
figura. Si ha prima una trasformazione isotermdodstato 1 allo stato 2 a temperatura costantel,, e entropia che
aumenta d&; aS,; poi una trasformazione adiabatica dallo stati®?stato 3 con la temperatura che scend&;daT;
mentre I'entropia € costant&§=S;; quindi segue un’altra isoterma dallo stato 3 alato 4 a temperatura costante,
Ts=T,4, ma con entropia che diminuisce $aa S;; infine il ciclo si chiude con una trasformazicamdiabatica dallo stato
4 allo stato 1, con temperatura che sal@d&T,; e entropia costant&§=S,. T
Senza utilizzare le grandezze pressipeevolumeV, si dimostri che il rendimenta del 1 2
ciclo di Carnot € pari a:

A

T
U =1-_MN [nel pianoT,Ssi ha cheTdS=dQ per trasformazioni reversibili] 2 3

MAX >

S

Problema 2
Su un piano orizzontale & poggiata una guida adatintalotta sferica di raggiR=0.25m, sulla cui sommita sono posti
due corpi puntiformi di massa=10.0kg ciascuno. | due corpi sono legati fra Ideouna molla di massa trascurabile,
con costante elastid@400N/m e lunghezza a riposo nulla. Una fessurka igelida permette alla molla di scendere al
suo interno quando i due corpi si muovono verdmafiso (vedi figura). | due corpi scivolano sulléotta sferica senza
attrito e lungo la direzione verticale si muovonamaniera solidale, ovvero la quota del primo carmempre uguale a
quella del secondo corpo (cio significa che i domtsono sempre allineati orizzontalmente, corpertato in figura).

1) Determinare per quale valore &6y si ha una posizione di equilibrio (oltre&0°), e qual & il modulo della
reazione vincolare normal¢in tale posizione.

2) Determinare I'espressione dell’energia poterzihin funzione dell’angold, U=U(6), e valutarne il valore pe#=0°

e peré=6y.

3) Se i due corpi si trovano inizialmente sulla suta della guida e hanno entrambi i

velocita iniziale pari ap=1.0m/s in direzione orizzontale, uno verso destfaltro
verso sinistra, determinare I'angafomassimo raggiunto dai due corpi.

4) Nella situazione del punto 3), determinare IBeitd inizialev, minima affinché
i due corpi raggiungano la posizione di equilibfigdeterminata al punto 1).

Problema 3
Sia dato un tubo ad U disposto nel piano verticadene rappresentato in figura, i cui rami di uguseeioneS=0.5nf
sono entrambi aperti in alto e a contatto con &sgione atmosferica. In basso i due rami sono rdatianediante un
tubo molto corto e di sezione molto piccola rispedtS, cosicché il volume di liquido contenuto in takccordo €
trascurabile rispetto a quello presente nei ramitale raccordo € inoltre presente una valvolaiahizente chiusa
(figura a sinistra), che separa quindi i liquidii mie rami. Nel ramo di sinistra &€ stato versato @bn densita
01=850kg/ni, mentre nel ramo di destra & stata versata aasudensitgp,=1000kg/m. In entrambi i rami il liquido &
stato versato fino ad un’altez#s2.0m.

Dopo l'apertura della valvola, acqua e olio nomsiscolano (liquidi immiscibili fra loro) e si vang® una situazione di
equilibrio rappresentata nella figura di destraa&uma che i due liquidi
siano incomprimibili e che sia assente qualsiazigalissipativa. A
1) Determinare i livelliy,, y; €Y, riportati nella figura di destra quando
due liquidi sono all’equilibrio.

2) Determinare la differenza di energia potenzfedela situazione della | fp+--
figura a sinistra e quella della figura a destra. pl
3) Calcolare con che velocita si muovono i 2 ligajdando arrivano nella
posizione di equilibrio.




Soluzione problema 1
Punto 1): Il rendimento di un ciclo termodinamicdato da:

‘QCED ‘
QASS

dove Qcep € Qass SoNo rispettivamente il calore ceduto e assoudbit@nte il ciclo. Per la trasformazione dallo sthto
allo stato 2 si ha il seguente calore scamhb@to

Q= iTldszTMM (Sz - Si) >0

dove la temperatura é stata portata fuori dalljree perché si tratta di un’isoterma, e inoltré'ulémo passaggio si
fatto uso del fatto ch€,=Tyax. Si noti infine ch&,>>0 perchés,>S, e quindi si tratta di calore assorbito.

Per la trasformazione da 2 a 3 si ha che il caoaenbiatdQ,:=0 perché si tratta di un’adiabatica. Nell'isoterdza3 a
4 si ha che:

4
Qs = ITst =T (84 - %) <0
3

dove si é fatto uso del fatto cHg=Ty\; Si noti inoltre cheQs,<0 perchéS,<S; e quindi si tratta di calore ceduto.
Nell'ultima trasformazione si ha clgy;=0 perché si tratta nuovamente di un’adiabatica.
Applicando la prima formula scritta per il rendinb@si ha che:

‘QCED‘

H=1-

o Qe
o
RS
p=1-g

che ¢ il risultato cercato. Nell'ultimo passaggi@ $atto uso del fatto ch&-S,=S~S; (come si vede dal ciclo riportato
nella figura del problema).

Soluzione problema 2

Punto 1): Si scelga un sistema di riferimexgocome quello rappresentato in figura. Sui due cpuypitiformi agiscono
la forza pesang (verticale e diretta verso il basso), la forzastta F=—kAx (orizzontale e diretta verso I'interno della
calotta), e la reazione vincolare normblelella calotta sulle masse (perpendicolare alla calotta e diretta verso d su
esterno)Per una posizione generiéscriviamo il 1l principio della dinamica per uneicdue punti materiali (quello a
destra), scomposto lungo gli azsy:

ma, =-k(2Rsing)+ Nsing
ma, =-mg+ Ncosd

dove si & fatto uso dell’'uguaglianzaRsingd e si & tenuto conto del fatto
che la deformazione della mollx=2% (nella figura vedere la posizione
della massan a destra).




Imponendo la condizione di equilibrio, ovveag-0=a,, si ottiene che:
0=-k(2Rsing)+ Nsing

{O =-mg + N cost
Nsing = 2kRsiné

{N cosd=mg
N =2kR

{N cosd=mg

Facendo il rapporto membro a membro nell’ultimdesiga:

cosé?eq -9
2kR

8. = arcco%ﬂ) = 60.7°
2kR

eq

Per tale posizione si ha che il modulo della rezzigincolareN € dato da:

N cosg,, =mg
N=_"9 __ Mg

cosd,, mg/2kR
N = 2kR= 200N

Punto 2): Per una generica posizighsono presenti energia potenziale legata alla fdrzmavita e energia potenziale
elastica. L'energia potenziale totale sara allora:

U(x,y) = 2y + k(&)

U(x,y)=20mgy+ K(2x)

dove nell'ultimo passaggio si é fatto uso del fathe la deformazione della molx & pari al doppio della coordinata
di una delle due masse. Invece il coefficiente Falite all’energia potenziale gravitazionale tiemato del fatto che
I'energia totale & data da 2 masse puntiformi.iestdo ax ey le espressioni in termini d (x=Rsind e y=Rcosd) si
ottiene la seguente espressione:

u(6)= 2mg(RcosH)+%k(2Rsin9)2

U (8) = 2mgRcosd + 2kR? sin® @
U(6) = 2mgRcoss + 2kR?(1- cog 6)

Per&=0 e &84, si hanno rispettivamente i seguenti valori di gisepotenzialeJ:



U(0) = 2mgR=4%

2
— mg 2 mg
uld,)=2mgR—=+2kR"|1-| —
(eq) 2kR { ( ):l

2kR
22 2 32
ule,)="" +(2kR2—m23 ]
Ulg,)=""9" + R = 622

Dato che nella posizioné, I'energia potenziale & maggiore chefD, ne segue che la posizioflg corrisponde a un
equilibrio instabile.

Punto 3): Se i due corpi hanno inizialmente vetogt ne segue che I'energia cinetica inizié|e pari a:
K, =2 3 mv;
2

mentre I'energia potenziale inizidlg é tutta energia gravitazionale:

U, =2[mgR
L’energia totale iniziale & quindi pari a:
E =K, +U,

E. =mv, +2mgR

L’energia cinetica posseduta inizialmente verravestita in energia potenziale, e si raggiunge Isizione  massimo
guando I'energia cinetica sara nulla. Nella posieifinale abbiamo allora solo energia potenzidie, & quella trovata
al punto 2), e I'energia finalg sara allora:

E, =U(6) = 2mgRcosd + 2kR?(L-co< 4)

Dato che non ci sono forze dissipative possiamdicgrp la conservazione dell’'energia:
E =E

mv; +2mgR = 2mgRcosd + 2kR? (1— cos 9)

2kR? cog 8- 2mgRcosf + mv; + 2mgR— 2kR? =

cog 8- cosp+| 19 mvzz -1|=0
kR kR 2kR

L'ultima espressione scritta € un’equazione dirdp per co§ la cui soluzione ci porta a:

_mg, [(mg) _(m{  mg
cosd,, = —+—-1
2R\ 2R 2kR? kR

cosd,, = 049+ 025

cos, = 049+ 025= 074 - 6, = 42.3°
cosd, = 049- 025= 024 6, = 76.1°




Delle due soluzioni trovate solo la prima € act#lita La seconda posizione trovata, essendo maggieli’angolod,
(=60.7°) ottenuto al punto 1), pud essere raggiunta se I'energia inizialeE; € maggiore dell’energia potenziale
U(684)=62J trovata al punto 2.

Punto 4): Nella posizione finalg, il valore dell’'energia potenziale € pari a:

eq

u(g,)= m;gz + 2kR2 = 62

come determinata al punto 2). Per poter arrivdeepaisizionedy, € allora necessario avere un’energia iniziale atme
pari aU(&y). Come prima I'energia inizialg é data da:

E =m +2mgR
Applicando la conservazione dell’energia si ottiehe:
E =U(6,)
2 .2

mv; +2mgR = ng + 2kR?

2 2
=9 2R R
2k m
2 2
= M9 2R SR~ 114mis
2k m

Soluzione problema 3

Punto 1): Dopo aver aperta la valvola, il liquidmalensitd maggiore (acqua Gar1000kg/ni) spinge in alto quello

con densitd minore (olio com=850kg/r), per la legge di Stevino. Defi ey, rispettivamente il livello dell’olio e

quello dell'acqua nei rispettivi rami, mentyge il livello raggiunto dall’'acqua nel ramo delfel(come rappresentato
nella figura di destra), I'equilibrio fra i due rasi impone uguagliando le pressioni sul fondotdbb a U. In fondo al

primo ramo abbiamo la pressiopg che per la legge di Stevino é data da:

P = Po +plg(y1 - yo)"'ngyo

dovepg € la pressione atmosferica.
Per I'altro ramo abbiamo invece che:

P2 = P + 0.9Y;

All'equilibrio si deve avere chp;=p,, da cui segue che:

Po +plg(y1 - yo)"'ngyo = Po T 0,9Y;
plg(yl - yo) = ng(yz - yo)

Yi™ Y _ P2

Yo=Y A

Dato che abbiamo tre incognite,,(yi1, Yo) da determinare, all’'ultima equazione dobbiamoiaggerne altre due per
avere un sistema di 3 equazioni in 3 incognitealtee due condizioni da imporre sono dovute albimpressibilita dei
liquidi e al fatto che il volume nel tubo di racdoré trascurabile. Queste due ipotesi hanno comsegaienza che |l
volume totale dell’acqua nei due rami € lo stessma e dopo I'apertura della valvola, e lo stesateper I'olio. Il
volume totale di olio prima dell'apertura dellawall, V;, & pari a:

V, = H



mentre il volume dell’olio all’equilibrio dopo I'agrtura della valvola € ancovgq, ma € pari a:

V1 = S(Yl - yo)
Uguagliando le due espressioni si ha che:
Yi™ Y = H

Analogo discorso per I'acqua; prima dell’apertuedlalvalvola il volumeV, di acqua é pari a:

V, =SH
mentre all’equilibrio dopo I'apertura del rubinettbha che:

V, =9y, + 9y,

Uguagliando si ottiene che:

Y. +Y, =H
Abbiamo allora il seguente sistema:
KoY Py S ] H P [Aiyapogy,
Yo=Y A Yo=Y A H _2y0 P P>
Vi~ Yo =H . Y1~ Y =H . =H +y, . =H +Y,
Y, +Y, =H Y, =H -y, Y, =H -y, \Y2:H_YO
e P s R
Sl 2@@2Q)
Y1 =H +2—102(:02 :01)
H
Y, = _2—,02('02_'01)
H
Yo :2—,02('02_'01): 015m
V.= (30, - p;) = 215m
17" 20,

Y (0, +0,) = 185m

2p,

Punto 2): L’enegia potenziale dei due liquidi eleswamente energia potenziale legata alla forzgrdvita. Come
sappiamo in prossimita della superficie terresthe ¢nergia potenziale é pari a:

U =mgy
dovem & la massa del corpg,é I'accelerazione di gravit&9.8m/$), ey & la quota a cui si trova il corpo. Nel caso di

corpi estesi, come sono le colonne di liquido iesijione, la forza di gravita & applicata al cedirmassa del corpo e
quindi la quotay della precedente formula coincide con la quotacdatro di massa. Prima dell’apertura del rubinetto



entrambe le colonne di liquido hanno un’altezza pat e, data la simmetria cilindrica dei singoli rarei tubo ad U, il
centro di massa di ciascuna colonna si trova aalteaza pari alla meta, ovverti2.
Inoltre la massa di liquidom, (j=1 per I'olio ej=2 per I'acqua) € pari a:

m; =V, = p;SH

Combinando quest'ultima espressione con la quotaca®ro di massg=H/2, si hanno le seguenti espressioni per
'energia potenziale dell'olitJ; e dell'acqudJ, prima dell’apertura della valvola:

S
U pls_lg_ g_pl

S
= :029_|g_ = g_pz

Ne segue che I'energia poten2|ale totale primdagttura del rubinetto € pari a:
i _ gS g9S 2
Uror =U; +U, = :01H T pZH
gS

i
UTOT - 7 (,0 + pz)
Nella situazione di equilibrio dopo I'apertura debinetto, abbiamo invece che:
i t yo — Sg
U pls_lg ?le(yl +y0)

= pz&/zg%szyOQ% =%p2(y§ +y?)

dove nella seconda espressione abbiamo consida@jaa distribuita su due colonne, una di altegz@amo a destra)
e l'altra di altezzay, (ramo a sinistra). Sostituendo alle ultime espo@ss valori numerici trovati pey,, y1, Yo Si pud
subito sapere qual € il valore di e U,, e quindi diU'or; facendo poi la differenza cdo'ror Si arriva al risultato
richiesto dal problema per il punto 2).

Qui nel seguito invece usiamo le espressioni aigeér(e non numeriche) pgs, yi, Yo alla ricerca di un’espressione
generale per la differenza di energia potenzilgréicedimento che ne segue risulta pero piu lungborioso).
Sostituendo le espressioni prima trovateypgey,, Yo Si ha petJ; che:

H H
U, :%le —(3 > _:01)"'—(:02 _:01)

20, 2p,
U, = Szg HZ[sz o+ P, — Py
U, :%le 2—102[4:02 _2:01]
U, =%H2&(2pz _101)

2

PerU, si ottiene invece che:



2 2

(0, + o) +

(o, —pl)z}

402

[pZ + 2 420,0,+ P2+ P7~ 20,0,

4,02
H2
U, ==, szz[pz2 p?]
U2:§H2p22+p12
2 2p,

Sommando le due espressioni ottenute si arrivaredfgia potenziale totale nella situazione di @uoyini:

UTfOT =U, +U,
2+ 2
Usor = IH2 P (20, - p)+ D2 P AL

2 p 2 2p,
o = S3y2120(20,-p)+ 0} + o]
ToT T, 20,
U :gSHZ,of—p12+4,02p1
ToT T, 20,

La differenza di energia potenziale fra la situagimiziale e finale sara data da:

—-AU :U'iI'OT _UTfOT =
2 2
—~AU = gS (101 +102)_ gSH 2 P — Py +4:02:01

2 20,
B 2 2
AU =917 g4 p, P pl+4pzp1}
i 2p,
_pu = 98 2| 2004205 — 05+~ 40
2 | 20,
_au =92 P2+ AE—2pp,
2 | 2,

_ 2
—AU — gS H 2 (102 101) :11025]
4 P>

Punto 3): La differenza di energia potenziale dakeoal punto 2) viene tutta convertita in energiaetica, data
'assenza di forze dissipative. Per I'energia dazelt'espressione generale € la seguente:



2

Come prima per I'energia potenziale, qui abbiame dalonne di liquido che si muovono in maniera catigpuna
dietro I'altra, per la loro incompressibilita. Qdinn qualsiasi istante la portaal deve essere uguale attraverso tutti e
due i rami del tubo, e dato che la sezi@tla stessa in entrambi, ne segue che le veloeit&ui si muovono acqua e
olio sono identiche (eccetto per il tubo di racaoiid basso che perd contiene un volume di liquielsdurabile).

Le energie cinetiche di olio e acqua saranno atiete da:

K, = %:QSHVZ

1 2
2
da cui segue che I'energia cinetica totale sarggpar
1 2
Kror =K; +K; _E(pl +p2)S-|V

Dato che inizialmente i due liquidi sono fermi si bhe I'energia cinetica inziale (prima dell’'apeatalella valvola)
pari a zero; la conservazione dell’energia si scallora come segue:

KTOT =-AU

)S‘le — gS H 2 (:02 _,01)2
4 P

1

E(p1 + 0,

V2 — gH (:02 _101)2
2 p,(0.+p,)

2
V= gH (102 _101) ~ 034m/s
2 o0+ p,)




