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Esame di Fisica 2
Corso Interateneo di Ing. Informatica e Biomedica -12/09/2016

Problema 1

Nel circuito in figura sono noti i valori dei potaali dei generatori di 'VVV\
tensione,f;=10V, f,=20V e f;=30V, e i valori delle resistenze de R
circuito, Ri=1.0Q, R,=2.00Q, R;=3.0Q e R=6.0Q. —_ —_ R3
Determinare il valore della corrente,che circola sulla resisteniae ./1 ./2 .f3

la caduta di tensione ai suoi capy. R1 R2

Si determini inoltre il valore della potenza istama fornita da ciascur _/\/\/\/\—

generatore, dichiarando esplicitamente se si titftenza assorbits
dal generatore o erogata verso l'esterno.

Problema 2
Sia dato un anello filiforme di raggiR giacente nel pianoxfy), con centro dell’'anello posizionato nell’origimiel
sistema di riferimentox(y), e avente carica positiva. Det'angolo misurato in senso antiorario a partirestaniasse
positivo dellex, I'anello possiede una densita di carica elettpea unita di lunghezzal=A(6), non uniforme. La
funzione che descrive la densita di carica data dad(8=A,(1+cos), dovel,>0 € una costante avente le dimensioni
di una densita di carica elettrica per unita dghezza.

1) Determinare il valore massimo e il valore minialla densital(), e i

relativi angolig,dare una rappresentazione grafica della deAgia y

2) Determinare il vettore campo elettriEal centro dell’anello.

3) Siano aggiunti al sistema due fili infiniti, eamnbi con densita di carice

uniforme Ag, ortogonali al pianox(y). Il primo filo & situato nella posizione }"F }"F
(-2R,0) e il secondo nella posizione ®2,0), come in figura. Determinare —o X
la densita di caricdr dei fili affinché il campo elettric& sia nullo al centro

dell'anello.

[Si esprimano i risultati in funzione dei parametiie sono necessari fisg;,
R, e ove necessario delle costanti universali].

Problema 3
Sia dato un conduttore cilindrico di lunghezzariité e raggioR percorso da corrente con densita pal parallela
all'asse del cilindro (verso l'alto in figura). Sikettar la coordinata radiale che parte dall'asse dehaib ed & diretta
verso l'esterno.

1) Nel caso in cui, sia uniforme su tutta la sezione del cilindro,edetinare il campo magnetid® all'interno e
all'esterno del conduttore (per Bw), e si dia una rappresentazione graficB(d) in funzione dir.

2) Nel cilindro sia praticato un foro cilindrico faédlelo all'asse e di raggia=R/2, per tutta la lunghezza del conduttore
e concentrico col conduttore stesso (ovvero I'aleddoro coincide con I'asse del conduttore) coampresentato nella
figura di destra; si determini il campo magnet&all'interno e all’esterno del conduttore (per8s) sempre nel caso
di densita di correntd, uniforme sulla sezione del conduttore.

3) Si consideri di nuovo il conduttore privo di dofovvero il cilindro

pieno nella figura di sinistra), ma percorso da coaente con densit Jy

non uniformel(r)=Jo@xp[(r—R)/A] sulla sezione del cilindro, dovké ﬁ r
una costante positiva avente le dimensioni di ungtezza e tale che
A<R; si dia una rappresentazione grafica della demitorrentel(r)
in funzione dir, e si determini il campo magnetid® all'interno e
all'esterno del conduttore (per Bw) [per il punto 3 potrebbe servire
lintegrale [x@/dx = c?€’°(x/c —1) dovec & un parametro costante].
[Si esprimano i risultati in funzione dei paramethie sono necessal
fra: R, Jo, A, oltre che della coordinata radialee ove necessario dellg
costanti universali]




Soluzione problema 1

Il circuito del problema € equivalente a quelloortato qui in figura.

Come si vede il circuito puo essere interpretatme@ generatori di K;l\‘ @ @
tensione continudy( f, e fs) con le rispettive resistenze intermd, (R, _fl _f2 _f3

e Ry) collegati in parallelo fra loro e chiusi sullsigtenza esterri R%
Si tratta quindi di un circuito con 3 maglie, egleendoi,, i, ei;come R1 R2 R3

riportato in figura (tutte in senso orario), il mdb delle maglie si

scrive come segue:

f1 - fz :(R1 + RZ)il - Rziz +O[ﬂ3
f2 - 1:3 = _R2il + (Rz + Rs)iz - R3i3
f3 =0|]l - Rsiz + (R3 + R)i3
Sostituendo i valori numerici si ottiene un sistan8 equazioni in 3 incognite:
10-20=(1+2)i, - 20, +00, [-10=3i, -2i, + 0,
20-30=-20, +50, -30, - 4-10=-2, +5i, -3,

30=010, - 30, +(3+6)i, 30=00, -3, +9i,

Per la soluzione del sistema seguiamo i seguessiaomi:

-10=3, -2, + 001, -10=3i, - 2,
-10=-2i, +5, - 3i; - {-10=-2i, +5i, — 3,
10=00, -10, +3i, 0=-2i, +4i,
dove nell’'ultimo passaggio abbiamo sostituito lzaeequazione con la somma delle ultime 2 equazioni
-10=3i, - 2, -10=42i,)- 2, i,=-10/4=-25
-10=-2i, +5, -3i; - <-10=-2i, +5i, -3, - <-10=-2i, +5i, - 3,
i, =+2i, I, =+2i, i, =+2,
i,=—25 i, =—25 i,=—25
-10=-2i, +5i, -3, » {-10=-2[{- 50)+5[{- 25)-3i, - i, =+25
i, =-50 i, =-50 i, =-50
La soluzione del sistema € data quindi dalle sejaerrenti:
i, =-50A
i, =—25A
I, =+25A

Alternativamente si puo calcolare la soluzione sistema mediante il metodo di Cramer che risulta
vantaggioso perché la matrice dei coeifficientiidi, e i; contiene diversi zeri; calcoliamo il determinante
della matrice dei coefficienti:

3 -2 0
D=-2 5 -3=72
0O -3 9

Per calcolard; sostituiamo, nella matrice dei coefficienti, lalamma che riguard& con la colonna dei
termini noti, e ne calcoliamo il determinante:



-10 -2 O

-10 5 -
30 -3 9| -
I, = = 360: -50A
D 72
Analogamente pés eis, sostituendo le rispettive colonne nella matrieeabefficienti:
3 -10 O
-2 -10 -
0O 30 9 -
I, = = 180 =-25A
D 72
3 -2 -1
-2 5 -1
0 -3 30
iy = = 180 =+25A
D 72

La corrente che circola sulla resisten®ae pari ai;=+2.5A, dall’alto verso il basso nella presentaifay e
che equivale ad una corrente da sinistra verseoadestla figura riportata nel testo del problema.daduta
di tension@\V ai capi diR & data dalla legge di Ohm:

AV =i;R=15V

La potenza istantane& erogata da un generatore percorso da coriggt@lel tutto in generale data dalla
segeuente formula:

W="fIi

dovef e la tensione continua prodotta dal generatore.

In particolareW=>0 se la correnteattraversa il generatofelal polo negativo verso quello positivo, nel qual
caso il generatore sta erogando potenza versediestinveceW<0 se avviene il contrario, ovvero se la
correntei attraversa il generatoffedal polo positivo verso quello negativo, nel qoaso il generatore sta
assorbendo potenza al suo interno. Dato che redlgagdelle correniiy, i, e iz abbiamo imposto per tutte le
correnti il verso orario, che e quello concordgexeratorf,, f, e f;, possiamo usare le correnti risultanti dal
metodo delle maglie con i rispettivi segni.

Nel calcolo delle potenze istantanee dobbiamo f@rére conto che:

il generatord, e attraversato solo dalla corrente

il generatord, € attraversato dalla combinazione di corrgnti,

il generatord; € attraversato dalla combinazione di corrntp.

Si ottengono allora le seguenti espressioni ppotenze istantanee:

W, = f,i; =-50W

W, = f,(i, —i,) = +50W

W, = f,(i, —i,)=+150W

da cui si vede che il generatdresta assorbendo potenza al suo interno, ménted; stanno erogando
potenza verso |'esterno.



Soluzione problema 2
Punto 1): Dato chd(8=A{[Ll+cos) con Ax>0, il massimo e il minimo di(8 coincidono col massimo e
minimo della funzione (1+c@. Poiché il cog assume valori nell'intervallo [-1,+1], la funzioig+co®)
assume valori nell'intervallo [0,+2]. Ne segue thdunzioneA(8=Ao[([l+co¥) &€ sempre maggiore di zero,
ovvero la densita di carica dell’anello & ovunquositiva.
Il valore massimo e minimo coincidono col valoressieno € minimo di ca ovvero per@=0 (il massimo) e
&= (il minimo):
M6=0)=1,(1+cos0)=24, valoemassimgerd=0
Mo=m)=2A,(1+cosm)=0  vdoreminimoperé =7

AAU(O)
Nella figura € riportato I'andamento di(6 in funzione di 6. 21’0_ :
L'andamento trovato pet(6) ci dice che la densita massima di carice :
trova sul lato destro dell'anello, nel punto dieirsezione col semiass 1’0._ :
positivo dellex, e cheA diminuisce man mano che ci si sposta ve | 0
sinistra, fino a raggiungere il valore minimé=0 nel punto di } ! ! ! >
intersezione fra anello e semiasse negativo delle 0 | 2%

Punto 2): Per calcolare il campo elettrico al cermtell’anello dividiamo I'anello stesso in tantergioni
infinitesime, di lunghezzaRid@ dove d@ € lo spostamento angolare lungo l'anello. Quesiezipne
infinitesima genera un campo elettrico infinitesidi®al centro dell’anello, il cui moduldE sara dato da:

A(B)Rd6 _ A(6)de

47E,R?  47E,R

Dalla figura si vede che le componenti del campdttgto infinitesimodE sono date da:

{dEx = —-dE cosd

dEy =-dEsind

dE =

Sostituendo alle precedenti le espressiondfse perA( si ottiene che:

dE, =—Mcos6d6?
4R

dE, =——/‘(0) sinédé@
47, R

dE, =- A (1+ cos)cosald
4rE,R

dE, =- 4o (1+ cos8)sinal
47, R

Sommando (integrando) i contribwliE, e dE, su tutto I'anello si ottengono i valori delle coomenti del
campo elettricoE, e E:

2
E, =§dE, =~ A [ {1+ cos6)cosais
47E,R ¢
A, F .
E, =fdE, =~ 477500R £(1+ cos#)sin&dé
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E =-—=-0 ]'ncosm0+Tco§m0j
0 0
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E =-_70 jsinedmjcosesinedej
0 0
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2
E, =- 4o jcosz6b|6?
4rE,R 1

2
=- 4o 1jsinZét:lH
4R\ 27

Nell'ultimo passaggio abbiamo sfruttato il fattoechintegrale sul periodo [0 di cosf e sirgd sono
entrambi nulli. Continuando si ottiene che:
Ao Ao

==
47‘E‘0R 4e,R

X

jcos2 646 =
47190

E =-

y

913 j sin2&d6 =0
477EOR
Negli ultimi passaggi abbiamo sfruttato che I'intdg su un periodo [0 di co$8 & pari am, mentre
l'integrale su [0,2] di sin28 €& pari a zero (analogamente agsnco%).

Riassumendo il campo elettri€oal centro dell’anello e pari a:

E:(EX,Ey):(— A ,oj

4e,R

Punto 3): Dal punto 2) si vede che il campo elsitgenerato dall'anello al suo centro giace lurigsskex.
Dato che i due fili infiniti sono posizionati swbsex e generano dei campi elettrici a simmetria cilicalr
con la componente radiale uscente dal filo (o0 etgrael filo a seconda della densita di carlgp anche i
campi generati dai fili nel centro dell’anello sodicetti lungo I'asse. Affinché il campo elettrico al centro
dell'anello sia nullo, bisogna allora imporre cli@ zro la somma dei campi elettri;i generati dall’anello
(vedi punto 2) e dai due fili.
| campi elettrici del filo infinito a sinistrds, s, € del filo infinito a destrég, 4, SONO dati rispettivamente da:
E .= —AF

** 2m,(2R)
Exd = —A—F

¢ 2, (3R/2)
dove al denominatore abbiamo imposto le rispetlistanze dal centro dell’'anelloR2 /2, mentre i segni
sono in accordo con la direzione radiale uscentélida

Sommando tutti i contributi sull'asse si ottiene il campo elettrico totale lunggcome evidenziato sopra la
componente del campo lung@ nulla nel centro dell’anello):

ETOT = Ex + Ex,s + Ex,d
E —-_ /]0 + AF _ AF
T 4g,R 2/®,(2R) 27%,(3R/2)
Per avere campo nullo al centro dell’anello impomeEro=0 e otteniamo un’equazione per la densita di
caricadg;




A A A

—_ + —_—

4e,R  27,(2R) 27%,(3R/2)
Ao de A

4 Amr 3m
A_F(l_lj_ﬁ_o
m\4 3) 4

A, = -3,

Soluzione problema 3

Punto 1): Il problema di un conduttore cilindrico ldnghezza infinita, percorso da densita di caeen
uniforme, possiede simmetria cilindrica analogameatquanto accade per un filo infinito percorso da
corrente. Il vettore campo magnetiBopossiede allora le stesse caratteristiche diidineze verso che si
hanno nel caso del filo infinito, ovvero il vettoBeé tangente a circonferenze concentriche col coomut
cilindrico, e ha verso che gira in senso antioratimrno alla corrente di densifg. Su ciascuna di tale
circonferenze, quindi a distanedissata dall’asse del cilindro, il vettoBeha modulo costante ed é tangente
alla circonferenza; siamo quindi in condizione @plicare facilmente il teorema della circuitaziodie
Ampere:

§B [el = 251 cone

dove il termine integrale rappresenta la circuiiaei del vettord® su una circonferenza di raggio genetico
concentrica all'asse del conduttore, mentre laerterlcone rappresenta la corrente che attraversa tale
cerchio di raggia. Nel caso di, uniforme er<R, la precedente relazione diventa:

2mB=p,J,m?  per0O<r <R
Hodo

Blr)= r

[)=22

Ovvero non tutta la corrente che attraversa il othode in tutta la sua sezione contribuisce al @amp
magneticdB(r), ma solo la corrente che circola all'interno defchio di raggio<R.

Invece per>R la corrente concatenata € tutta la corrente dhaevatsa il conduttore, per cui la relazione di
Ampere diventa:

2B = u,J,/R*> perr >R
J 2
B(r)=Holo R
2
Combinando i due risultati ottenuti perr&R e pernr>R si ottiene il seguente grafico Br) in funzione dir:
B(r),
Mo RI2 F--=="A4------




Punto 2): Dato che il foro € coassiale col conettafindrico, viene preservata la simmetria cilicdre il
vettoreB é ancora tangente a circonferenze concentrichd'asse del cilindro, con verso che gira in senso
antiorario intorno alla direzione della corredgesoprattutto, data una circonferenza concentricagtjior,

il vettoreB ha modulo costante su di essa. Di nuovo é posspiplicare in maniera semplice il teorema di
Ampere:

§B [l = 45 cone

nelle seguenti tre regioni: B<a internamente al foro cilindrica<r<R nella regione del conduttorer =R al
di fuori del conduttore.

Nella prima regione, 0<a, si ha:
2rB=0 perO<r<a

B(r)=0
perché nel foro non si ha ovwiamente passaggioniénte (quindiconc=0).

Nella seconda regionasr<R, si ha:
2B = ,uOJOn(r ? - az) pera<r <R

r
J 2
B(r ) = —’uo 0 r — R_
2 ar
dove nell’'ultimo passaggio € stata fatta la saatituea=R/2.

Nella terza regiong>R, si ha:
271B = p,J,1{R? -a®) perr >R
B(r)= ,UoJo(R2 - az)

2r

2
B(r) :_3”§Jo RT

dove nell'ultimo passaggio € stata fatta la saatituea=R/2.

Punto 3): Nell'ultimo caso il conduttore &€ nuovangeuan cilindro pieno ma con densita di corred(g),, non
uniforme attraverso la sezione:

J(r):JOexp(r_

dove ovviamente la corrente & nulli;)=0, al di fuori del conduttore (pe&PR). Dato che dove abbiamo
J(r)#0 si ha anche che-R<0, la funzioneJ(r) riportata sopra rappresenta una densita di carrehe
decresce esponenzialmente dalla superficie estiefr@onduttore cilindrico, dove si ha il valore sia%o di
J(r), verso 'asse del cilindro, dove si ha il suoovalminimo:

Rj perO<r <R



Y

Dato cheJ(r) dipende solo dalla coordinata radiale, viene eoraga anche in questo caso la simmetria
cilindrica e possiamo applicare il teorema di Angpeome nei punti precedenti:

§B Lell = 2461 cone

dove la circuitazione a sinistra & calcolata coree punti precedenti su una circonferenza di raggio
Bisogna pero prestare attenzione al calcolo delleentel conc Che attraversa il cerchio di raggioperché in
guesto caso la densita di corrente varia con lamia dall’asse del cilindro e non € uniforme suthio di
raggior.

Scomponiamo il cerchio di raggioin tanti anelli concentrici di raggid (con 0<r'<r) ciascuno di spessore
infinitesimo dr'; su tale anello di spessore infinitesimo possieassumere la densita di correrd@’)
uniforme e quindi la correntd(r") che attraversa I'anello é data da:

di(r')=J(r")ds

condS superficie dell’anello infinitesimo di raggia

Dato lo spessore trascurabile dell’anello, la sfigierdS pud essere scritta come:

dS=2m'dr’

da cui segue la seguente espressiondlfe).

di(r')=J(r")2m dr’

di(r')=2m, D’exp(r'; Rjdr'

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo sostituitd(rd) I'espressione della densita di corrente.

L'ultima espressione rappresenta la corrente dnavatsa un’anello di raggio e spessore trascurabile. Per
avere la correntHr) che attraversa un cerchio di raggia’' scomposto in tanti anelli concentrici di spessore
tracurabile, basta sommare (integrare) tutti i term (r') frar'=0 er'=r:

()= jdu (r)

1(r)= J:27ﬂ0 e Agr’

r'=0

r'=r
I(r)=2m,e™" [re’dr’

r'=0
L'ultimo integrale scritto € analogo a quello rifaio nel suggerimento al punto 3) del problema, @ohe
x=r'. Sfruttando la primitiva riportata nel suggerirteril risultato dell’integrale diventa:

J’ rrer'//l drr — |:A2er'//\ (r_ _ jj|
r'=0 A r'=0
J'r’er'“dr' = Az[er“ (L —1) +1}
r'=0 A

Da questo segue che la corrente concatehata=I(r), al cerchio di raggio<R é data da:



1(r)= 2m0e"°“/1{ef“ G —1) + 1}
Tornando al teorema di Ampere all’interno del cdtwhe si ha allora che:
§B [ell = 2451 cone

2778 = p, 29 N R {er“ G —1) + 1}

B(r)= p,J A%e ™ {e’“ (% —}j + 1} per0<r <R
r) r

dove l'ultima formula riporta il modulo del campoagneticoB(r) all'interno del cilindro conduttore, in
funzione della coordinata radiale

Al di fuori del conduttore, ovvero perR, possiamo ancora applicare il teorema di Ampeleotando tutta

la corrente(R) che attraversa la sezione del conduttore. Aital hasta imporre=R nella formula trovata
sopra per la correntér):

1(R)= Zlﬂoe"’“/l{e"“ (; —1] + 1}
_ o R ~R/A

1(R) =273,/ S ire

Il teorema di Ampere diventa allora:

2718 =y027ﬂ0)|2(7R -1+ e‘Wj

2
B(r)=M[7R—1+ e"’“j perr >R
.



