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Awvvertenze: Per semplicita e brevita di esposizione, in tale dispensa, I’Ottimizzazione sara sviluppata in
R"™ con n < +o00. Per il caso n = +oo e per tutti quegli argomenti, come da programma, che sono qui
omessi, si rimanda lo studente ai cap. §.5, §.6, §.7 di A. VAGLIO, Matematica per economisti, Apogeo
2004.

1. INTRODUZIONE ALL’OTTIMIZZAZIONE

Un agente deve operare una scelta tra diversi panieri in base all’utilita che da essi ne trarrebbe; un’azienda
vuole riorganizzare capitale e lavoro per il processo di produzione affinche vi sia un incremento di profitto
ed un abbattimento dei costi; ecc. Sono soltanto due dei numerosi esempi in Economia, che ci permettono di
comprendere I'importanza della ricerca degli stadi privileggiati di un processo economico a cui corrispondono il
valore pil alto del fenomeno (vedi utilita e profitto) oppure il valore pitt basso del fenomeno (vedi costi). Tale
ricerca ¢ denominata problema di ottimizzazione. Pertanto 1’optimum o piu semplicemente ottimo rappresenta
la soddisfazione massima che 'operatore raggiunge in merito ad un processo.

Prima di effettuare una rigorosa formalizzazione, risulta doveroso effettuare alcune precisazioni. Implemen-

tiamo di informazioni il consumatore alle prese con la scelta trai panieri e fotografiamo tre diverse situazioni?:

1) Tl consumatore in modo “edonistico” cerca 'appagamento dei suoi desideri scegliendo il paniere migliore tra
tutti quelli esistenti;

2) Il consumatore consapevole di non aver a disposizione credito proprio illimitato e né di poter accedere a
forme di credito esogene effettua la scelta solo tra quei panieri che puo permettersi di acquistare impiegando
interamente la propria ricchezza;
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2 Invitiamo lo studente a cimentarsi nella costruzione di tre situazioni aziendali differenti il cui fine & la ricerca dell’ottimo in
termini di ricavo o abbattimento dei costi, dimostrando che il livello di soddisfazione pur essendo massimo in ognuna delle circostanze
ha pero valore differente caso per caso. Le conclusioni a cui perverra dovranno eesere le stesse di quelle ottenute dall’analisi della
ricerca della massima utilita di un consumatore.
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3) Il consumatore oltre ad essere consapevole dei limiti nell’acquisto dei panieri come nel caso 2) effettua la
scelta in modo previdente contemplando anche 1’eventualita che parte della sua ricchezza non venga spesa.

La semplicita del consumatore del caso 1) porta a considerare il problema in forma libera secondo cui il suo
ottimo coincide con la massima soddisfazione teorica, con il payoff dell’“Iperuranio”. Il consumatore del caso
2) non puo ignorare le regole di acquisto ed unitamente all’impiego della totale ricchezza posseduta considera
I’ottimizzazione in forma vincolata. Pertanto la soddisfazione massima da raggiungere, deve essere tale che debba
valere la condizione: bilancio di pareggio tra cid che acquista (paniere) e cid che possiede (reddito). Infine la
situazione 3) ¢ una variante del caso 2) ancora piu restrittiva, perche la scelta ricade al piu tra i panieri che il
consumatore puo permettersi, precisando che il disavanzo tra la ricchezza del suo reddito e cio che ha acquistato
¢ pari al grado di previdenza circa il futuro.

La modellizzazione del problema di ottimizzazione, ad opera della Matematica, scienza preposta all’impor-
tante compito, avverra allora per gradi. Precisato che I'ottimo, a seconda dei casi, coincide con il minimo o il
massimo di una funzione scalare reale ad una o pilt variabili, che rappresenta il fenomeno economico in esame?,
dapprima affronteremo 1 ottimizzazione libera (caso 1). Successivamente, introducendo i vincoli, consideremo
Vottimizzazione vincolata con vincoli di uguaglianza (caso 2) e Vottimizzazione vincolata con vincoli di disu-
guaglianza (caso 3). Inoltre, tutta la teoria sara sviluppata nella direzione dell’ottimo con l’eccezione di quella
con vincoli di disuguaglianza in cui le condizioni di ottimalita non saranno le stesse tra problemi di minimo e
problemi di massimo. In tale circostanza preferiremo svolgere la trattazione con riferimento ai problemi di un
tipo e poi comprendere come ricondurre i problemi dell’altro tipo sempre ai primi.

1.1. Massimi e minimi di una funzione scalare reale. Siano f: D c R" - R una funzione scalare reale a
n variabili reali e xg € D un punto interno al dominio.

Definizione 1.1. Definiamo xg € D

e punto di massimo globale (risp. di minimo globale) per f se

f(x0) 2 f(x) (risp. f(x0) < f(x) ) VxeD

e punto di massimo locale (risp. di minimo locale) per f se

36>0:VxeBs(xo)nD = f(xo)2>f(x) (risp. f(x0)< f(x) )

Dalla Definizione 1.1 si evince che la differenza sostanziale tra un punto di massimo (risp. minimo) globale
e un punto di massimo (risp. di minimo) locale & che il secondo lo & esclusivamente in un suo intorno Bs mentre
il primo lo & su tutto il dominio D della funzione f. Questo fatto determina allora i primi risultati di interesse
di cui € omessa la dimostrazione.

Teorema 1. Se xg € D & punto di massimo globale (risp. minimo globale) per f allora é anche punto di massimo
locale (risp. minimo locale) per f.

Osservazione 1. 11 viceversa del Teorema 1 non vale. Infatti la funzione f(z) = 2° — 32% + 5 ha 0 come punto di
massimo locale e 2 come punto di minimo locale ma non ammette massimo globale e minimo globale in quanto
per & — +oo si ha f(z) = +o00 e per x - —oo si ha f(z) = —oo.

Teorema 2. Sia xg € D ¢ un punto di massimo (risp. di minimo) locale per f.

e Se f & convessa (risp. concava) allora x¢ € un punto di massimo (risp. di minimo) globale per f.
o Se f ¢é strettamente convessa (risp. strettamente concava) allora xg € D & l'unico punto minimo (risp.
di massimo) globale per f.

Esempio 1.1. La funzione f(z,y) = 2% + y? & strettamente convessa e pertanto il punto O = (0,0) di minimo
locale ¢ anche un punto di minimo globale e 'unico (vedi Figura 1).

3 Per il consumatore la funzione dei payoff & l'utilita ed il problema consiste nella ricerca del massimo. Se invece il decisore &
I’azienda allora la scelta da effettuare ricadra sul vettore input-output massimo qualora si parli di profitto e sul vettore input-output
minimo se in esame ¢ la funzione costo.
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(A) Grafico. (B) Curve di livello.

FIGURA 1. Il punto O & un minimo locale ed un minimo globale per la f(x,y) = 22 + 2

Esempio 1.2. La funzione f(z,y) = —x2 —y? & strettamente concava e pertanto il punto O = (0,0) di massimo
locale & anche un punto di massimo globale e I'unico (vedi Figura 2).

(a) Grafico. (B) Curve di livello.

FIGURA 2. Il punto O & un massimo locale ed un massimo globale per la f(z,y) = 2% - 3°

Teorema 3 (di Weierstrass). Sia f: D c R™ - R tale che f € C(R™,R) e D ¢ un compatto di R™. Allora f
ammette almeno un punto di massimo globale e un punto di minimo globale.

Osservazione 2. Nel Teorema 3 la continuita di f su un dominio compatto garantisce che f sia limitata infe-
riormente e superiormente e quindi di conseguenza che f ammetta almeno un punto di minimo e un punto di
massimo globale (vedi Figura 3).



4 DISPENSA DI OTTIMIZZAZIONE MATEMATICA PER L’ECONOMIA A.A. 2012/13

() f(2) = V1-a2 (B) f(z,y) =V1-2% -y

FiqurA 3. Due funzioni limitate perché continue su un compatto

1.2. 11 problema di ottimizzazione. La ricerca dell’optimum di una situazione economica dovra senz’al-
tro tener conto di alcune condizioni reali esogene ed endogene che nel modello matematico si tradurrenno in
restrizioni della funzione f. Inoltre la natura delle condizioni limitanti la f dettera la tecnica di indagine da
usare.

Siano f: D ¢ R™ - R una funzione scalare reale tale che f € C2(R",R),  una proprieta, K = {x ¢ R" :
PB(x)} l'insieme dei punti di R™ che verificano la proprieta 3.

La funzione f ¢ detta funzione obiettivo, B & detta relazione vincolare*, P(x) ¢ detto vincolo, K & detto
insieme vincolante e V := D n K ¢ detta regione ammissibile.

Problema 1 (di massimizzazione). Definiamo problema di massimizzazione per la funzione f sottoposta al
vincolo P(x) la ricerca del punto x¢ di massimo globale per la funzione f ristretta alla regione ammissibile. La
sua formalizzazione assume una delle seguenti scritture:

Trovare xoe DnK : f(x0)2f(x) VxeDnK

max f(x)
Trovare x
te. xeDnK
(P-Max) Trovare max f(x)
Xe

Trovare  max fiy(x)
X

In modo analogo possiamo definire il problema di minimizzazione.

Problema 2 (di minimizzazione). Definiamo problema di minimizzazione per la funzione f sottoposta al
vincolo B (x) la ricerca del punto xg di minimo globale per la funzione f ristretta alla regione ammissibile. La
sua formalizzazione assume una delle seguenti scritture:

Trovare xoeDNK : f(x0)<f(x) VxeDnK
min f(x)

Trovare
te. xeDnK

4In seguito riconoscendo in P una funzione vettoriale o un vettore di componenti delle funzioni vettoriali, si dira piu propriamente
funzione vincolare.
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(P-min) Trovare  min f(x)
xeV

Trovare — min fy(x)
X

Osservazione 3. Poiché un punto di minimo (risp. di massimo) per la funzione f ¢ un punto di massimo (risp.
di minimo) per la funzione —f allora sussistono le seguenti relazioni tra (P-Max) e (P-min)

(1) max f(x) = min —f(x) (2) max /(%) = min f(x)

Se indichiamo con X € V' Vottimo di f in V e quindi f(X) ¢ il valore ottimale di f, diremo che X e V &
un ottimo locale (risp. globale) se & soluzione locale® (risp. globale) del problema di ottimizzazione nella forma
(P-Max) o nella forma (P-min). Inoltre se 'ottimo globale (risp. locale) sara unico allora diremo X € V' punto
di ottimo forte (risp. ottimo debole).

2. OTTIMIZZAZIONE LIBERA

Nel caso in cui K = D =V % ovvero nel caso in cui I'insieme ammissibile sia il dominio di £, il problema di
ottimizzazione nelle forme (P-Max) e (P-min) diventa la semplice ricerca del punto di massimo e del punto di
minimo della funzione f

(FP-Max) Trovare max f(x)
(FP-min) Trovare mig)l f(x)
Xe

2.1. Calcolo della soluzione locale. Per determinare le soluzioni locali dei problemi (P-Max) e (P-min)
ricorreremo al Calcolo Differenziale. Pertanto supporremo che f: D ¢ R" — R sia tale che f € C2(R",R).

Definizione 2.1. Il punto xg €D & detto punto stazionario per f se il gradiente di f in x¢ € il vettore nullo di
R™ (V£(x0) =0)". In caso contrario xq ¢ detto punto regolare.

Teorema 4 (condizione del primo ordine). ®

Ogni punto di massimo (risp. minimo) locale & un punto stazionario.

o
Dimostrazione. Sia x¢ = (z9,23,...,2%) €D un punto di massimo locale di f. Fissato 1 < i < n costruiamo la
funzione scalare reale univariabile h definita dalla legge h(x;) := (29,29, ...,2% |, 2;, 2%, ...,2%) con z; la i-esima
componente di un qualsiasi x preso nell’intorno di xg. Per il Teorema di Fermat la derivata prima in z; esiste e
finita e vale 0 ovvero

(3) W(z;) = fo,(x0) = 0
Poiché la (3) vale per ogni i = 1,2,...,n ne segue che ogni derivata parziale di f & nulla in un x prossimo a xg
secondo la direzione della variabile. Pertanto il gradiente di f € nullo ovvero x( € punto stazionario. O

Osservazione 4. Il Teorema 4 non € invertibile e pertanto & noto anche come condizione necessaria dell’esistenza
dei punti di ottimo. In Figura 4 sono presenti due funzioni f(z) = 23 e g(z,y) = 2? + y?> che ammettono
rispettivamente in 29 = 0 ed in xg = (0,0) un punto stazionario che non & un ottimo.

5 L’aggettivo <locale>¢ inteso per sottolineare che X & ottimo di f in un suo intorno.
6 | evidente che B=r.
o

7In modo del tutto equivalente potremmo affermare che xg €D € un punto di stazionarietd per f se in esso si annullano tutte
le derivate parziali di f

8 Tale Teorema ¢ la versione generale al caso n > 1 del Teorema di Fermat delle funzioni ad una variabile secondo cui:

o

Sia f: ISR — R tale che f € C(R). Se zo €] & un punto di massimo (risp. di minimo) locale per f allora f'(z¢) = 0.
Inoltre tale teorema & detto «<del primo ordine>in quanto impiega le derivate parziali prime di f.
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4L

(a) f(z) =2®. (B) f(z,y) =a? - 9>

FicURA 4. Due controesempi del Teorema 4

Dalla Osservazione 4 discende che i punti di stazionarieta per f che non sono punti di ottimo per f sono
detti punti di sella® per f.

Teorema 5 (condizione del secondo ordine). '© Siano f : D ¢ R™ — R tale che f € C%*(R™",R?) e xq eD
stazionario. Allora
(i) se xg & di minimo (risp. massimo) locale debole per f allora la forma quadratica associata ad Hy(xg) é
semidefinita positiva (risp. semidefinita negativa);
(ii) se la forma quadratica associata o Hy(x¢) é definita positiva (risp. negativa) allora xo é di minimo (risp.
massimo) locale forte per f.

Dimostrazione. La formula di Taylor ci suggerisce che in un intorno di x¢ la funzione f puo scriversi per x — xq
come

(W F09) = Fx0) = V5 (x0) Ax + S (x0) (4)° + o - xa )

con o(|x —x%g|) infinitesimo di ordine superiore a ||x —xg|. Inoltre se poniamo x = xo + h allora la (4) pud essere
riscritta per h - 0 come

) FGx0+ ) = f(x0) = ¥ (ko) + 1T H(x)b-+ o Jx - o)

Essendo xo un punto stazionario, applicando il risultato del Teorema 4 nella (5) e passando al limite per
h — 0 otteniamo che la funzione puo essere approssimata alla sola forma quadratica associata all’Hessiano
calcolato in xg

0+ h) - f(x0) = 3h"Hy (xo)h.

Quindi se la quantita a secondo membro & positiva si ha che xg ¢ di minimo locale altrimenti di massimo
locale. O

Combinando il Teorema 5 con il Teorema 17 (vedi § 4.7.2. dell’Appendice) possiamo fornire una condizione
del secondo ordine semplificata.

Teorema 6 (condizione del secondo ordine semplificata). Siano f: D € R™ —» R tale che f € C*(R",R) e xg D
tale che V f(x¢) = 0. Allora:
e se (-1)'det H; s(x0) >0 per ogni i =1,2,...,n allora xo ¢ un massimo locale per f;
o se detH; ¢(x0) >0 per ognii=1,2,...,n allora xo & un minimo locale per f;
o se esiste almeno i =1,2,...,n tale che det H; r(xg) non segue alcuna delle precedenti regole allora x¢ é
un punto di sella per f.

dove H; §(x¢) € la sottomatrice principale di nord-ovest di ordine i della Hessiana di f.
Per n =2 il Teorema 6 puo essere ancora riscritto come segue:

Teorema 7. Siano f: D cR? - R, xq punto interno di D stazionario, f € C? in un intorno di xo. Allora

(1) se detHf(x0) >0 allora xo € un punto estremale per f. In dettaglio:
o se fuz(%0) <0 e fyy(x0) <0 allora x¢ & punto di massimo locale per f;

9 Nelle funzioni ad una variabile essi sono detti anche punti di flesso orizzontale
10 1] Teorema 5 & valido solamente nell’implicazione dimostrata e pertanto ¢ detto anche condizione sufficiente dell’esistenza di
ottimo. Inoltre la dicitura <condizione del secondo ordine>eé riferita all’uso delle derivate parziali seconde mediante I’Hessiano.
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o se fuz(%0) >0 e fyy(x0) >0 allora x¢ € punto di minimo locale per f;
(ii) se detH(xo) <0 allora xo é punto di sella per f;
(iii) se detHy(xo) =0 non st sa nulla circa la natura di xq.

2.2. Calcolo della soluzione globale.
Definizione 2.2. Sia f: D cR" - R tale che f € C*(R",R). Definiamo punti critici per f i seguenti:

e tutti i punti stazionari xg €D;
e tutti i punti Xo € 9D;
e tutti i punti Xg € 9D tale che in essi f non ¢ differenziabile.

L’ottimo X € D dovra essere individuato tra i punti critici per f ed un metodo per determinarli e offerto
dalla regola decisionale seguente.

Regola 1. Nelle ipotesi del Teorema 5 la soluzione globale del problema di ottimizzazione nella forma (P-Max)
o nella forma (P-min) si ottiene seguendo i seguenti passi:
1. calcolare tutti i punti critici per f;
2. consideriamo due possibili situazioni:
(a) se vale il Teorema 3 (di Weierstrass) occorre
(i) calcolare il valore di f nei punti critici;
(ii) scegliere come punto di massimo (risp. di minimo) globale il punto x( per cui f(xg) € il pit grande
(risp. il piu piccolo) tra quelli ottenuti nel punto (i).
(b) se D =V non ¢ compatto consideriamo due possibili casi:
(i) se vale il Teorema 2 (f ¢ (strettamente) convessa (risp. concava)) occorre:
(A) determinare attraverso il Teorema 4 quali punti stazionari siano ottimi locali;
(B) calcolare il valore di f nei punti di ottimo locale e nei punti critici non stazionari;
(C) se f & convessa (risp. concava) allora esistono solamente punti di minimo (risp. di massimo)
globale ottenuti dal confronto dei valori di f calcolati nei punti determinati in (B).
(ii) se non vale il Teorema 2 occorre:
(A) determinare attraverso il Teorema 4 quali punti stazionari siano ottimi locali;
(B) calcolare il valore di f nei punti di ottimo locale e nei punti critici non stazionari;
(C) se esiste ed finito il piti grande (risp. il pitt piccolo) valore di f allora il punto xq corrispondente
¢ un punto di massimo (risp. di minimo) globale.
Osservazione 5. Sebbene la regola decisionale si sdoppi in due sottoregole ed una di queste in due sottocasi
evidenzia procedure e risultati sostanzialmente differenti. Se il dominio ¢ compatto esistono i punti di ottimo
globale e la loro individuazione avviene esclusivamente tra i punti critici. Nel caso in cui il dominio non sia
compatto siamo solo certi di determiare gli ottimi locali tra i punti di stazionarieta (vedi percorso (b)-(i)-(A) e
percorso (b)-(ii)-(A)), e solo nell’eventualita che f sia convessa (risp. concava) siamo certi della sola esistenza
dei punti di minimo (risp. di massimo) globale ma non di massimo (risp. di minimo) globale.
2.3. Esempi.

Esempio 2.1. Determinare i punti di ottimo globale delle funzioni:
L f(z)=vV1-2%
1. g(z) = 2%
III. h(z,y) =xzlnz+ylny;
IV. i(x,y,2) = =322 - 2y? - 22 + In(x + y + 32).
SOLUZIONE:
I. La funzione f(r) = V/1-22 ammette come dominio l'insieme D = {x e R : 1 -2 >0} = [-1,1] che & un
compatto. Quindi procediamo ricercando i punti critici. Dal calcolo della derivata prima otteniamo
1 T

fl(2) = —— - (-22) = ————

(@) 21 - 22 (=22) V1-22

che i punti 1 = -1 e x5 = 1 sono di non derivabilita e gli unici punti di frontiera di D. Inoltre da
f'(x)=0
x

Vi-a?
otteniamo il punto di stazionarieta 23 = 0. In ossequio alla Regola 1 negli steps 1.-2.-(a)-(i)-(ii) dal calcolo
dei valori di f in x1, z2 € T3

fO)=1 f(-1)=0  f(1)=0
otteniamo che 3 = 0 ¢ un punto di massimo globale forte ed i punti 1 = -1 e x5 = 1 sono punti di minimo
globale deboli.
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La funzione g(r) = 2% ammette come dominio I'insieme D = R? che & un aperto e quindi non compatto. Il
Teorema 3 non vale ma essendo g una funzione convessa ammette per il Teorema 2 il punto xg di minimo
globale. Per determinare zy procediamo secondo gli steps 1.-2.-(b)-(ii)-(A)-(B)-(C) della Regola 1. Dalla
derivata prima

g'(x) =2z
risulta che non ci sono punti di non derivabilita e il punto stazionario ottenuto da ¢'(x) =0 & xg = 0 che &
un minimo locale in quanto

f(@) =2
f(0)=2>0

2o =0 & allora il punto di minimo globale di valore g(0) = 0.
Il dominio della funzione h(z,y) = zlnz +yIny & rappresentato dall'insieme D = {(z,y) eR? : 2 >0 A y >
0} =R2, che non & un compatto.

Risolvendo il sistema

fo(z,y)=lnz+1=0
fy(z,y)=Iny+1=0

otteniamo 'unico punto di stazionarieta P = (e™!,e™!). L’Hessiano di f calcolato in P

Hf(e_l,e_l):( 8 2 )

e tale da soddisfare alle condizioni del Teorema 7 per cui P ¢ un punto di minimo locale. Inoltre essendo

la forma quadratica associata a Hy(z,y) definita positiva per ogni (z,y) elo) allora per il Teorema 23 f ¢
strettamente convessa e quindi P € un punto di minimo globale.
Il dominio della funzione i(x,y,z) = —32% — 2y — 2% + In(x + y + 32) & rappresentato dall'insieme D =
{(z,y,2) € R : x+2y+32>0} che non & un compatto!’.

L’unico punto di stazionarieta ottenuto risolvendo il sistema

. _ 1 _
Z‘x = —6x + W =0
Zy=—4y+m~2=0
1z = _2Z + r+2y+3z ’ 3 = O
& - 13 9
o P = (52 251, 551)
La forma quadratica associata a
—6— 1 _ 2 ___ 3
(a:-%—227,/+32)2 (I+2y+iz)2 (av+2y6-f-3z)2
Hl(x) = - (z+2%+3z)2 —4 - (a:+62y+3z)2 - (m+2y+?éz)2
T (x+2y+32)2 T (x+2y+32)2 —2- (z+2y+32)2
¢ definita negativa per il Teorema 17 in quanto
det Hy, (x) = | =6 rgimr [=6- <0 Y(2,4,2)
i1 - (z+2y+32)2 |~ ($ + 2y n 32)2 5 Y,
6 1 2
detH;, (x) = (@+2y+32)° [ A Y R —— | B G TP
" T (z+2y+32)2 —4- (z+2y+32)2 (.’E +2y + 32)2
-6 - 1 _ 2 ___ 3
(w+22y+3z)2 (w+2y+i>:/:)2 (m-%—2yﬁ+3z)2 279
det H;, (x) = _W -4 - (“623”32)2 2—(x+2y+32)2 =-48 - m <0 V(z,y,2)
T (z+2y+32)? " (z+2y+32)? T4 7 (@+2y+32)?

il Teorema 23 allora f & strettamente convessa e quindi per il Teorema 2 il punto P & l'unico punto di

minimo globale per f.

Esempio 2.2 (La massimizzazione del profitto). Consideriamo un’impresa con una funzione di produzione
Cobb-Douglas f(z,y) = x%y%, nei fattori = (capitale) e y (lavoro). Il prezzo unitario del bene prodotto & 1,
mentre i costi unitari dei fattori x e y sono rispettivamente % e % Massimizzare il profitto dell’impresa.

SOLUZIONE: Ricordiamo che il profitto si ottiene come differenza dei ricavi totali (T'R) meno i costi totali (T'C')

m:=TR-TC

Hnfatti D & un semispazio di R3 delimitato dal piano x + 2y + 3z = 0.
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e qui pertanto & rappresentato dalla funzione scalare reale a due variabili 7: R? - R definita dalla legge

m(x )'—x% é—lx—l
YY) ) 9 39-

Massimizzare il profitto dell’impresa equivale a risolvere il problema di ottimizzazione libera di forma (FP-Max)

I SRS
max 2x2y3 - —r-—
oy 72773
dove la soluzione va ricercata, per ragioni pratiche, in V = D = R? piuttosto che in R? come sia leggittimo da
un punto di vista matematico.
Procediamo con il calcolo dei massimi locali all’interno del dominio. Le derivate parziali del profitto sono:

111 1 1 2 1
Wx(xay):iw 2y3_§1 wx(x,y):§x2y 3_5'
Le condizioni del primo ordine diventano:
(7) xrys =1
(8) x%y_% =1.
Per risolvere queste equazioni, dividiamo (8) per (7) termine a termine, ottenendo:
(9) ?. l, & x=y.
Y
Inserendo (9) in (7) si ha:
r=1 y=1

I potenziali estremi locali sono quindi: il punto (1,1), che soddisfa le condizioni di primo ordine, ed i punti
sul bordo, vale a dire i punti con = 0 o y = 0, che corrispondono ai punti dove uno dei due fattori, oppure
entrambi, non sono impiegati.

Le derivate parziali del secondo ordine sono:

7% x7%y7%7 Wyy(fﬂvy) == 7%

1
T2y 3,

S| =
ol N

1
Wzm(%y) :_Zx ys, me(x,y):

e nel punto (1,1) valgono:
1 1 2
sz(:hl):—i, ny(l,l)zg, 7Tyy(171):—§.
Percio il risultato delle condizioni del secondo ordine'?

1 1
Tex(1,1) = 1< 0, mux(1,1)myy(1,1) = ey (1,1) = %> 0,

stabilisce che (1,1) ¢ un massimo locale. In questo punto i profitti valgono:
1
1,1)=->0.
n(1,1)= 2

Per determinare se (1,1) & anche il massimo globale, dobbiamo considerare i punti sul bordo del dominio. Per
i punti con x = 0 il profitto vale: 7(0,y) = —% <0, che non & positivo dato che y > 0. Analogamente il profitto &
non positivo per i punti con y = 0. Questi punti non possono percio dare massimi globali. Infine consideriamo i
punti dove uno dei due fattori, o entrambi sono impiegati in quantita illimitata. Ad esempio, se x — oo, con y un
valore fisso, vediamo che: 7(z,y) = x%y% —x —y — —o0. Se invece x e y vanno a oo restando uguali, x =y — oo,
allora ,w(z,y) = 28 — 22 > —oc0. Gli altri casi sono simili, e non danno origine a massimi globali.

In conclusione, i profitti raggiungono il massimo globale 5 nel punto (1,1).
Esercizio 2.1 (Minimizzazione dei costi). Minimizzare la funzione costo medio AC = % +0.1¢%
SOLUZIONE: Calcoliamo i punti di stazionarieta di AC.
AC'(q) = —j—g +0.2¢g

AC'(q) =0

| &

0.2q = =
¢ =125
q=>5.

12 8j fa riferimento al Teorema 7.
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Il punto § = 5 verifica le condizioni del secondo ordine del Teorema 5 applicato al caso in cui n = 1 (1 sola
variabile) in quanto

50
AC"(q) = ? +0.2

50
AC"(9) = 125 +02=04+02=06>0

e pertanto concludiamo che AC ammette minimo in § = 5 assumendo il valore di AC(5) = 22 +0.1x5% =5+2.5 =
7.5.

Esercizio 2.2 (Massimizzare il ricavo). Una ditta vende due beni succedanei. La quantita domandata di un
bene é direttamente correlata al prezzo dell’altro. I prezzi dei due beni (espressi in €) sono p; e ps e le loro
funzioni di domanda sono rispettivamente

q1 = 517 - 3.5p1 + O.8p2 qs = 770 - 4.4p2 + 1.4p1
Quale prezzo é necessario attribuire a ciascun bene per massimizzare il suo ricavo totale di vendite?

Soluzione: Per questo tipo di problema & piu conveniente esprimere il ricavo totale in funzione del prezzo
piuttosto che della quantita. Quindi

TR=TR1+TRs=pi1q1 +p2q2
=p1(517 - 3.5p1 + 0.8p2) + p2(770 — 4.4ps + 1.4p1)
=517p1 — 3.5p% + 0.8p1pa + T70ps — 4.4p3 + 1.4p1po
= 517p1 — 3.5p% + T70py — 4.4p3 + 2.2p1p2
Le condizioni del primo ordine sono

OTR

dp1
OTR

dp2

da cui, moltiplicando la (10) per 4 e sommando la (11) otteniamo

(10) =517 - 7p1 + 22])2 =0

(11) =770 - 8.8ps +2.2p1 = 0

2.068  -28p; +8.8py = 0 +
70 +2.2p1 -8.8py = 0 =
2.838 -25.8p; = 0
2.838 = 258
110 = P

e poi, sostituendo il valore di p; nella (10) ricaviamo
517 - 7(110) + 2.2p5 = 0
9.2ps = 253
P = 115
Ottenuto il punto di stazionarieta (P, p2) = (110, 115) calcoliamo le derivate seconde

0*TR O*TR
2t = (Ppe) =-7<0
(9;0% (plap?) ap% (pl,Pz) <

a;g%(]?hm) = a;g(ﬁhﬁz) =-8.8<0
;);fz;f (p1,p2) = 38:11(;?2 (P1,p2) =2.2
e poiché
detHrr(D1,D2) = 8;;?(1’51,]’52) . 8;2?(]5«1’%) B (aa;j;i(ﬁl,ﬁz)f i

= (=7)(-8.8) - (2.2)* = 61.6 - 4.84 = 56.76 > 0

allora, in forza del Teorema 7, concludiamo affermando che i valori dei prezzi richiesti al fine di massimizzare il
ricavo totale di vendite sono: p; = €110 e Py = €115.
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3. OTTIMIZZAZIONE CON VINCOLI DI UGUAGLIANZA

Consideriamo adesso il problema di ottimizzazione quando V = KnD c D e} & una relazione di uguaglianza.
In tal caso le forme (P-Max) e¢ (P-min) diventano

(ECP-Max)

{m,?x J(x) (ECP-min)

{m}in f(x)
te g(x)=0

te g(x)=0

dove la relazione vincolare ¢ data dalla funzione vettoriale reale g : K ¢ R™ — R tale che g € C*(R",R")
con h < n ed il vincolo ¢ il sistema di equazioni g(x) = 0 e pertanto la regione ammissibile entro la quale trovare
gliottimi di f eV ={xeDnK :g(x)=0}.

11 problema di ottimizzazione, espresso nella forma (ECP-Max) oppure nella forma (ECP-min), sotto spe-
cifiche condizioni, pud essere risolto mediante il metodo di sostituzione e/o il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange.

3.1. Metodo di sostituzione. Osservato che
g1(x1, T2y ey Tp) =0
9(x)=0 < g2(w1, T2, .y Ty) =0
gn(z1, T2, ..., 7) =0

se ogni equazione g;(x1,%2,...,2,) =0 (con i = 1,2,...,n) nelle variabili 21, zs, ..., z, & esplicitabile secondo una
determinata xj; ossia

g1(x1,x2,...,xn) =0 x1 = ¢1(@2, 23, ..., Tp) 1 = P1(That, The2, ooy Tn)
gQ(-rla'rQa"'axn) :0 < T2 :¢2(I17I37"'7‘rn) < T2 :(b2($h+l7xh+2a“'7xn)
9h($17$27~~a$n):0 CCh=¢h($1,9€2;~~a$h71,$h+1,---,$n) xh:q)h(xh+1»1'h+2vmaxn)

con ® : R"" » R" allora operando la sostituzione degli 2} in f otteniamo
f(x) = f(z1,22,.,70) = P(Ths1, Thaz, s Tn) = B(x)

con « € R"". Quindi il problema di ottimizzazione vincolata si riduce al seguente problema di ottimizzazione
libera nella forma

max ®(x) oppure min ®(x)
T x

Esempio 3.1 (Massimizzazione dell’utilita). La funzione di utilita di un consumatore ¢ la Cobb-Douglas

1
U(z,y) = x%y% nei beni z > 0 e y > 0 nei beni = e y; i prezzi unitari dei beni sono rispettivamente p = 3 e
1
q= 3 ed il reddito del consumatore ¢ w. Massimizzare ’utilita sotto il vincolo di bilancio.

SOLUZIONE: Il problema di ottimizzazione richiesto & della forma (ECP-Max) cosi espresso

(12)

avendo inteso con
(13) T+ -y=w

il vincolo di bilancio del consumatore.
Osservato che dalla (13) possiamo esplicitare la variaile y come segue

-3

ed operando la sostituzione nella funzione di utilita, per cui questa e adesso ¢ funzione della sola x:

U(x):= U(x,3(w— g)) = 3%37% (w— t;)%
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il problema (12) & ricondotto al problema di ottimizzazione libera della forma (FP-Max) dove la funzione
obiettivo & U : [0,2w] - R il cui dominio & dettato da ragioni pratiche!®:

(14) max 2 (w - E)3

Calcoliamo i punti stazionari di U:

6
Applicando la condizione del secondo ordine per T = v

Y 11 s z\73 5\ 2( 1\ _s z\73 5\ 5 1 z\”
-4t (o-3) (o33 3 o33 )
2172 2 6°) 3\ 2 2 6 ) 6 2

otteniamo che T = — ¢ un massimo locale e I'utilita in esso assume il valore
1
Z/I(Qw) = B(w— —Gw) = 9w
5 25 5

Poiche [0,2w] & un chiuso e limitato e quindi compatto, per il Teorema di Weierstrass & ammette minimo e
massimo globale. Calcolando il valore di U negli estremi =0 e z =2w

U(O):w<§w e M(w):0<gw

concludiamo che 7 = gw ¢ il massimo globale di U e soluzione del problema (14). Sostituendo Z nella (13)

otteniamo che

¢ il paniere ottimo ovvero la soluzione del problema (12).

3.2. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange. La procedura secondo la quale esplicitare una variabile diffe-
rente da ogni equazione del vincolo e sostituirla nella funzione obiettivo, non ¢ sempre applicabile'. Pertanto
sotto certe condizioni introdurremo il Metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Siano f: D c R™ - R tale che f € C2(R",R) la funzione obiettivo, g: D ¢ R™ - R" tale che g € C*(R",R")
la funzione vincolare e V = {x e R” : g(x) = 0} la regione ammissibile. Definiamo Lagrangiana di f la funzione
ausiliare £: D x R" - R definita dalla legge

L(xA)=f(x)+X-g(x) P

h
[’(xh ...7$k,>\1, ) >\h) = f(‘rla "'axk) + Z Aigi(xh 7xk)
i=1

con X = (A1, Aa,..., \p) vettore opportuno di R”.

Osservazione 6. La Lagrangiana di f ¢ tale che £ € C2(R",R").

131 beni non possono essere negativi, pertanto della retta di equazione y = 3(w - %) si considera solamente la parte del I
quadrante ovvero il segmento di estremi (0,3w) e (2w, 0). Lavorando con la sola variabile z allora si ha la limitazione 0 < z < 2w

14 Basti pensare ad un vincolo che sia un luogo geometrico come una circonferenza x2 + y2 + az + by + ¢ = 0.

15 Per A- g(x) si intende il prodotto scalare o 'equivalente di AT g(x) se intendiamo i fattori come vettori di R" e ricorriamo

al prodotto tra matrici di cui i vettori costituiscono un caso particolare.
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Inoltre si ha

Ly, (x,A) =g, (z) Vr=1,..,h
h
Lo (X, A) = fo,(X)+ X ga. (%) = fo.(x) + Z)‘igizs (x) Vs=1,..k
i=1
Lo, (X,A) = gr, (%) Vs=1,.,k e Vr=1,..,h
Ly (x,A) =0 Vrt=1,..h
‘CJEsIu (Xa)‘) = facsa:v (X) + )"gacgzv (X) Vs,v=1,...,k

Denotata con Hy la matrice k x k delle derivate £, ., con s,v=1,2,...,n

Loz Laizs - Laja,

H;:= ‘C932I1 £12$2 £I2Ik
f= . . . .

Lﬂt’ki’l [';ckxg ‘Cﬁkak

e con G la matrice h x k delle derivate L, x, =¢r, cons=1,2,...ner=1,2...h

Ts

‘Ca‘l)\l L(KQ)\l cee ‘C.’Kk)\1 915, Y1y -+ Glg, Va1
G = E’El)\z E’L'.Q)\Q '.' . L"IkAZ _ 92.“ 92-,,,2 ce 92-1," _ ng
Lasn Lasxi o Lo, Ghay  Yhey - Gha, Vn

allora I’'Hessiano di £ & a blocchi

Hg(x,)\):( ]Z;f CE)T )

Definizione 3.1. Diciamo che il vincolo e qualificato se la funzione vincolare g soddisfa la condizione di
regolarita
(15) Vg(x)#0 VxeV

Da ora in poi, a meno di precisazioni opportune, quando parleremo di problema di ottimizzazione con
vincolo di uguaglianza ci riferiremo a (ECP-Max).

Proposizione 8. Se g ¢ tale da soddisfare la condizione di regolarita e (SE,X) e soluzione locale del problema
max L(x,A) allora X é soluzione locale del problema (ECP-Maz).

(x,A

Dimostrazione. Per ipotesi (X, X) ¢ un punto di massimo locale per £ per cui

3650,€e>0 : LZ,N)2L(xA)  V(xA)eBs(X) x B(X)

A
A
0 >
T2
- Bs(X K
xrq D

FIGURA 5. Caso din=2e h=1 per cui D c R?

ed inoltre essendo £ di classe C! nel suo dominio accade

Ly, (Z%X)=g;(X)=0 Vj=1,.,h
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e quindi X € V. Infine osserviamo che

fX)=L(FX) 2L(xA)=f(x) VxeBsX)nV
ossia l’asserto. O
Teorema 9 (condizione del primo ordine).

Siano X la soluzione locale del problema (ECP-Max) e G(X) la matrice dei Vg;(X) (coni=1,2,...,h) tale che sia
di rango massimo*®. Allora esiste un unico X tale che (X, ) sia soluzione locale del problema (mz% L(x,A).

Dimostrazione. Per semplicita di notazione consideriamo il caso n = 2 ed h = 1. La Lagrangiana in questione
sara
L(z1,22,A) = f(21,22) + Ag(21,22).
Per ipotesi funzione fj;; ammette massimo locale in X = (Z1,72); da Vg(X) # 0 supponiamo, ad esempio,
che g,,(X) # 0; dobbiamo dimostrare che

(16) {f371 (%) + 2‘/9%1 (%) =0
fiy (%) + Aga, (X) = 0
per cui e necessario che
’X - _ fan (i)
9z, (X)
e quindi provare che per A = X valga anche la derivata seconda della (16).
Applicando il Teorema 21 al vincolo g(x) = g(z1,2z2) = 0 si definisce una funzione
¢:]Ta—€,Ta+€[—]T1 - 0,71 + €] per € e § opportuni

di classe C?, ossia esiste un intorno di X in cui la parte di V che vi cade ¢ il grafico della funzione z1 = ¢(z2)
(vedi Figura 6).

FiGUrA 6

Posto F'(t) := f(#(t),t) dire che X ¢ di massimo relativo per fy, equivale a dire che 5 ¢ di massimo relativo
per F' pertanto abbiamo
0=F'(@2) = fo, (X) ¢ (T2) + fa, (%)
Applichiamo adesso la regola di derivazione delle funzioni implicite e ricordando il valore di A otteniamo
0 = X' (F2)ga, (X) + fr (%) =
= Ny (%) + [ (%)
come volevasi dimostrare. (]

Corollario 10. Se G sul vincolo V ha sempre rango massimo allora le soluzioni locali del problema (ECP-Max)
sono da ricercarsi tra i “primi”(x,A) € D x R" tali che VL = 0.

Definizione 3.2. Se ¢ possibile applicare il Corollario 10, allora il vettore A € R" & detto moltiplicatore di
Lagrange.

16 r(G(X)) = h & equivalente ad affermare che la funzione vincolare g soddisfa la condizione di regolarita.
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3.3. Interpretazione geometrica del metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Sianon =2e h =1 ¢
supponiamo che:

(1) X & di massimo (minimo) relativo per fjy;
(2) Vg(X) #0 (per esempio g,,(X) #0) e G & di rango massimo;
(3) Vf(X) 0.

Z2

—~Zx2]
—
T

(=]

ROPPPPDE

FiGura 7

Sappiamo che in un intorno di X il vincolo V' ¢ il grafico di una funzione zo = ¢(x1) e la retta tangente a
V in X ha coefficiente angolare

m=¢' (1) = 9z (f)
G, (%)
Indichiamo con Lz la linea di livello di f passante per X (vedi Figura 7), ossia

Lz ={xeD: f(x) = f(X)}.

Essendo V[f(X) # 0 esiste in X la retta tangente alla linea di livello Lg. Poich® esiste un unico A per cui
fa. (X) + Ao, (X) = 0 per s = 1,2, allora in virti del Teorema 2.1 si ha f,, (%) # 0.

Anche per Lx possiamo ripetere lo stesso ragionamento fatto per V', ossia nell’intorno di X la curva di livello
Lx & un grafico di una funzione della variabile x;. La retta tangente ad Lx nel punto X ha coefficiente angolare

0 (%)
foy (%)

e questo vale esattamente m.
In conclusione possiamo trarre la seguente:

Regola 2. Nel punto X il vincolo V' e la linea di livello Ly hanno la stessa tangente t. Ossia X ¢ un punto di
tangenza tra la linea di livello passante per esso ed il vincolo V' (vedi Figura 8).
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valore massimo di f

J valore massimo di f\V

FiGura 8

3.4. La condizione del secondo ordine. Dimostriamo che il Teorema 9 (e la conseguente Regola 2) & un
risultato solo necessario ma non suffiecente per determinare I'ottimo X. A tal proposito analizziamo tre diverse
mappe isoquante rappresentate dalle linee di livello I, IT e I1I di una funzione f(A, B) sottoposta al vincolo
V anch’esso di forma variabile (vedi Figura 9).

(a) (b) v (o)

r III III II1

Ficura 9

In (@) le curve di livello di f sono convesse ed il vincolo V' & lineare. Il problema di ottimo vincolato ammette
come soluzione il punto T' di tangenza. In () le curve di livello di f sono concave ed il vicolo V' & ancora lineare
per cui non ¢ piu il punto di tangenza T' a renderla massima bensi il punto in alto C. In (¢) le curve di livello
della funzione obiettivo sono convesse ed il vincolo V non € lineare anzi & rappresentato da una curva convessa
“piu chiusa’della f. Anche stavolta il punto di tangenza T non é il valore massimo perché possiamo rilevare
valori maggiori della f nei punti R ed S per esempio.

Da questi esempi ossserviamo che, quando il vincolo ¢ lineare e la funzione obiettivo di due variabili &
convessa, il massimo vincolato coincide con il punto di tangenza, negli altri casi questo non accade.

Supponiamo che f e g siano di classe C? e sia KerG(X) lo spazio vettoriale tangente a V in X dato da

KerG(X):={beR" : G(X)b=0}
allora, sotto le stesse condizioni e le ipotesi del Teorema 9, possiamo enunciare il teorema che assegna condizioni
necessarie e sufficienti per determinare 1'ottimo locale del problema di ottimizzazione nelle forme (ECP-Max) e
(ECP-min).
Teorema 11 (condizione del secondo ordine). Sia (X, X) € R*™*" tale che VL(X,X) = 0. Allora:
CN): SeX ¢ un punto di massimo (minimo) locale di fiy e X il relativo moltiplicatore di Lagrange allora

risulta che la forma quadratica (hessiana) Hp(X,X) ¢ semidefinita negativa (positiva).
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CS): Se la forma quadratica (hessiana) Hy (X, X) ¢ definita negativa (positiva) su KerG(X) allora X ¢ un
punto di massimo (minimo) locale proprio per f .

Dimostrazione. Dei due risultati certamente il piu significativo é il secondo di cui riportiamo la dimostrazione.

CS) Come nell’analogo Teorema 9 proviamo che se Hy é definita positiva esistono un intorno U di X in R"
ed un m € R, tali che

(17) f(x) - f(X) 2m|x-%|? sexeUnV.

Supponiamo, per assurdo, che la (17) non sussista per alcun m € R, e per alcun intorno U di X.
Allora possiamo costruire una successione {X; };cy in V' convergente verso X e tale che, per qualsiasi i,
si abbia x; # X ed anche

(15) F) = J(%) < < [x -

Passando eventualmente ad una estratta, che per semplicita seguitiamo ad indicare con {x;}ien,
possiamo supporre che esista b € R™ tale che

Xi—i

lim b;

oo o —X]

in modo che risulti b € KerG(X).
D’altra parte poiché £ é di classe C2 si ha, dalla (18) per ogni i € N

SR> 0) -1 (R) = L)L) = 3 £ (@ -n) 5 3 Lo, (00,06~ -T2) (@} -T)

s,v=1

essendo 6 € [0,1]. Ne segue che

1 1 o T R
> ) strv(§+9i(xi—§))%7x~s%7? VieN
t 23,11:1 HXi_XH HXi_XH

e passando al limite per i - +o0
n
0> Y Ly, (X)bsb, = Hy(b).
s,v=1

Poiché quest’ultima contrasta con l'ipotesi che Hy(b) sia definita positiva su Ker G(X) la condizione
sufficiente é provata.

O

Sia (X,X) soluzione locale del problema di ottimizzazione nella forma (ECP-Max) o (ECP-min). La CS)
del Teorema 11 puo essere cosi riscritta

(19) b"H;b <0 (risp. > 0) Vb e R" - {0} tale che G-b=0

dove Hy va valutata in (%,X) e G in X.
Come possiamo valutare in modo agevole la condizione (19) ?

Regola 3. Se G(X) ha rango massimo e se VL(X, ) = 0, per il Teorema 17, la condizione sufficiente del secondo
ordine per il massimo relativo e:

[’361361 £$1zr 91y glmh

£. E. : . : B
xq Ty

91., " Ghe, o - 0

mentre la condizione sufficiente per il minimo relativo prevede che il determinante suindicato abbia Vr = h+1,...,n
segno:

e sempre positivo nel caso di un numero pari di vincoli;
e sempre negativo nel caso di un numero dispari di vincoli.

Dalla Regola 3 sviluppiamo alcuni casi utili per la soluzione di problemi reali.
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caso 1) Nel caso di un solo vincolo e due variabili dobbiamo controllare una sola condizione ovvero valutando
in (X,A) si deve avere

Loz, Loz, Ya -
Lovzs Laszs  Gao| (X, A) >0 (risp. < 0)
g$1 ng O

per essere certi che fjy, in X abbia massimo (risp. minimo) relativo proprio.
caso 2) Nel caso di n variabili e due vincoli si dovranno “orlare”i minori principali di H; a partire dal terzo
ordine

Loves 1., 2.,
To2T2 L332333 1., 92,
T2T3 ‘CISIS 912y 924>
g1,  Y91., 91, 0 0
92.,  92., Y926., 0 0

T1T2

SR
8
8
S

L L Loz, 91z, 924,
‘Czlzg Emgxg £:1:2:1:3 £12z4 9112 9212
L L Lﬂfs x4 Glyy Y24,
L L £m4m4 9114 92z,
Iley  Gloy,  Yloy i, 0 0
92, 92., 92, 92, 0 0

ro2Z4 £I3I4

se i segni dei determinanti suddetti si alternano a partire da quello negativo si ha un massimo relativo;
se sono invece, tutti positivi si ha un minimo relativo.

Per le funzioni a due variabili ad un solo vincolo il Teorema 11 si modifica come segue.

Proposizione 12. Siano f : D ¢ R? - R la funzione obiettivo tale che f € C?(R* ,R) e g: D cR? - R Ia
Jfunzione vincolare tale che g € C*(R* R). Se VL(X,A) = 0 e det Hz(X,A) > 0 allora fjy ammette massimo
relativo in X.

Dimostrazione. Certamente si ha Vg(X) # 0 per cui possiamo ipotizzare che g,, (X) # 0. Intorno a X la funzione
Jfiv coincide con la funzione F(t) = f(¢(t),t) essendo ¢ definita implicitamente da g(4(t),t) = 0 per qualsiasi .

Utilizzando ¢’ = —zﬂ e
1

o = - (9321 @' + Guz23) 921 = (921219 + G125 )G
(92,)?

calcoliamo

F'= fx1¢’+fw2?
F" = (fw1w1¢, + fw1w2)¢, + f:v1¢” + (fwzw1¢, + frgwy) =
fas

= (¢I)2f1111 + 2fl’1m2¢l B (g )2 [(91211¢, + Grazo )gzl - (gx1x1¢, + Gz 2o )912] + fasws =
1
2
g g [ g
= ( r2)2 f:61f61 - 2f961962£ - — 2 [_299619529132 * Groz29z1 +g$1rlg$2£:| + fszsz
(9z1) 9er  (Gay) 9z,

allora F"'(Z3) < 0 é equivalente ad affermare

(9m2)2 [fmzl + nglzl] + (9:1:1)2 [fxzxz + xQﬂczzz] -2 [lezz + nglzz] 9219z, < 0.
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3.5. Esempi.

Esercizio 3.1. Determinare tutti i minimi ed i massimi locali della funzione f : R? - R cosi definita: z =
f(z,y) = 2% + 49> — 3 sottoposta al vincolo g(x,y) = 42% - 16z +y? + 12 = 0.

SOLUZIONE: Costruiamo la funzione Lagrangiana
L(z,y,\) = 2% + 4y* - 3+ A\(42? - 162 + y* + 12).

Le condizioni necessarie per determinare un ottimo locale in accordo al Teorema 9 sono:

(20) Lo(x,y,\)=22+8 r—-16A=0
(21) Ly(z,y,\) =8y +2 y=0
(22) La(z,y,\) =4z =16z +y> +12=0.

Mettendo in evidenza 2y nell’equazione (21), otteniamo
2y(4+ A) =0.

Cosi, dobbiamo distinguere due casi.

y =0): Sostituendo y = 0 nell’equazione (22), otteniamo 422 — 16z + 12 = 0 equivalente a 2% -4z +3 =0, di

soluzioni
r1=2+VvV4-3=3 e To=2-VvV4-3=1,

e dall’equazione (20) otteniamo i corrispondenti A-valori:

Quindi i punti

Pr:(@1,51) = (3,0) per Ay = —z Py i (w2,y2) = (1,0) per Az = i
sono candidati ad essere i punti locali estremi in questo caso.
A =4): Allora dalla (20) otteniamo 'equazione 2z — 32x + 64 = 0, che ammette come soluzione
64 32
=315
Sostituendo il risultato nell’equazione (22), otteniamo 1’equazione

T3

22 2
4(2) —16~3—+y2+12:0
15 15

equivalente a
88
(ST

In definitiva otteniamo i punti
32 /884

P35($37y3)2(157 15

N 1.98) per A3 = -4

32 /8384
P4 (x3,y4) = (157—15

sono candidati ad essere i punti locali estremi in questo caso.

~ —1.98) per \y =4

Adesso dobbiamo verificare le condizioni sufficienti del Teorema 11. Determiniamo prima
Loz(z,y;N) =2+ 8
Loy(@,y;A) = 0= Lyo(z, ;M)
Lyy(x,y;X) =8+ 2X
Lox(z,y;\) =8z =16 = Lz (z,y; M)
Lya(z,y;A) =2y = Ly (z, 45 A).
Cosi, siamo in grado di costruire I’'Hessiano completo di £

2+8\ 0 |8z-16
He(x,y;A) = 0 8+2\ 2y
8z—-16 2y | O
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Siamo nel caso 1) ossia in presenza di due variabili in f e di un solo vincolo per cui dobbiamo soltanto
calcolare I’'Hessiano nei quatrro punti di stazionarieta precedentemente trovati e verificarne il segno. In calcoli
abbiamo:

oy (4 0 8
‘Hﬁ(?,,o;—f)‘: 0 65 0]=65-(-64)<0

4 8 0 0

. 4 0 -8
‘Hﬁ(l,o;f)’: 0 85 0|=85-(-64)<0

4 8 0 0

0
2 /381
H 2V ) oo 0 2o
15 15 st
15

32 —/384 w00 5
Hﬁ(,;—4)‘: 0 0 —2¥8ls0
15 15 6 _,vEEm .

15 15

A questo punto siamo in grado di trarre le dovute conclusioni per cui per il Teorema 11 riformulato nella
Proposizione 12 o che si voglia per semplicitd seguendo il caso 1), i punti (3,0) e (1,0) sono punti di minimo
locale, mentre i punti (32/15,v/884/15) e (32/15,-1/884/15) sono punti di massimo locale.

Esercizio 3.2. Determinare tutti i minimi ed i massimi della funzione f : R® - R cosi definita: f(x,y,2) =
T +y + 22 sottoposta ai vincoli g1 (x,y) =22 +22-8=0¢e go(x,y) =z -y - 1=0.

SOLUZIONE: La funzione f(x,y,z) ¢ definita su D = R? che non ¢ un compatto. La Lagrangiana associata &
L(z,y,z, A p)=x+y+22+A(@” +2° - 8) + pu(z -y -1)

e la condizione di regolarita ¢ sempre verificata
2¢ 0 2z 0 0 O
Vg(x)#0 = ( 1 1 0 )i(o 0 0)
Le condizioni del primo ordine dettate dal Teorema 9

Lo(z,y, 2z, p)=1+2xA+pu=0
Ly(x7yaza)‘hu) =1 — = 0
L.(x,y,z,\,pu)=2+22A=0
,C)\(Z',y,Z,)\,,u) = —8+I2 +ZQ =0
‘C#(xay,za)‘aﬂ) =-1 +.’£—y20

sono soddisfatte dai punti

A= (—2,—3,—2, 1 1); B-= (2, 12,1, 1)
2 2

L’Hessiano della Lagrangiana e

200 0 0 2x-1

0O 0 0 0 -1
H(z,y,z,\,up)=] 0 0 2\ 2z 0

2 0 2z O 0

1 -1 0 0 0

da cui analizzando i determinanti delle sottomatrici principali di nord-ovest calcolati nei punti A e B e
rispettando la Regola 3 nell’accezione del caso 2) otteniamo
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1 0 0 -4 1
O 0 0 0 -1
e H-(A)=] 0 0 1 -4 0 [dacu
-4 0 -4 0 O
1 -1 0 0 0
oo oo
detH,,(A)=]1 0 0 0 [=0(>0); detHg,(A) = 0 0 1 -4 =0(=0);
0 01 -4 0 -4 0
1 0 0o -4 1
o o0 o0 0 -1
detH, (A)=| 0 0 1 -4 0 |[=32>0
-4 0 -4 0 O
1 -1 0 0 O
e quindi A = (-2,-3,-2) ¢ punto di minimo locale per f(z,y, 2).
-1 0 0 4 1
0o o0 0 0 -1
e H:(B)=] 0 0 -1 4 0 |dacu
4 0 4 0 O
1 -1 0 0 O
o Y
detHy (B)=| 0 0 0 [=0(<0)  detHe,(B)=| o o _y 4 |=0G0)
0 0 - 4 0 4 0
-1 0 0 4 1
O 0 0 0 -1
detHz (B)=| 0 0 -1 4 0 |=-32<0
4 0 4 0 O
1 -1 0 0 O

e quindi B = (2,1,2) ¢ punto di massimo locale per f(z,y, 2).
Inoltre dal calcolo dei minori principali di nord-ovest dell’Hessiano
detHpg, (2,9, 2, A\, 1) = 2\
detHg, (z,y,2,A, 1) =0
detHe,(z,y,2,A\, 1) =0
detHpg, (z,y,2, A\, 1) =
det Hp, (2,y, 2, \, 1) = 822\ + 822\

risulta che
e per A > 0 la forma quadratica Q(x,y,z, A, u) associata all’Hessiano Hy (x,y, 2, A, 1) € semidefinita po-
sitiva e pertanto per il Teorema 23 f ¢ debolmente convessa e quindi A (ottenuto per A = %) ¢ anche
punto di minimo globale per f;
e per A < 0 la forma quadratica Q(z,y, z, A, u) associata all’'Hessiano Hy(z,y, 2, A\, ) € semidefinita ne-
gativa e pertanto per il Teorema 23 f & debolmente concava e quindi B (ottenuto per \ = —%) e anche

punto di massimo globale per f.

3.6. Significato dei moltiplicatori di Lagrange. Siano f la funzione obiettivo e g(x) = by I'equazione del
vincolo V' dove by € R". La Lagrangiana scritta nella forma
Lp, (%, A) = f(x) + A(bo - g(x))

da risalto al vettore by. _ _
Supponiamo che (X, A) sia un punto tale che é verificata la condizione V.Lp, (X, A) = 0 e che siano soddisfatte
le condizioni del Teorema 11 per cui X é un punto di massimo relativo per fjy,. Osserviamo innanzitutto che le

condizioni sufficienti valgono in un opportuno intorno di (X, X) indipendentemente da by.
Introduciamo la funzione F : D x R" x R" - R"™*" cosi definita

F(x,\,b):=VLp(x, )

precisando che il gradiente é svolto rispetto alle sole variabili z; e A;.
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Consideriamo 'equazione
(23) F(x,A\,b)=0 < VLp(x,A)=0.

Chiaramente (X, X,bg) é una soluzione della (23); inoltre VF rispetto alle x ed alle X é diverso da zero in
(%X,X). Per il Teorema 21 ne segue che la (23) definisce implicitamente una funzione (x,A) = (¢(b), (b)) da
un intorno di by verso un intorno di (X, X).

Avendosi per ogni b

(24) VLp(¢(b), ¥ (b)) =0

e per le condizioni del Teorema 11 x = ¢(b) é massimo relativo per f ristretta al vincolo g(x) =b e A=¢(b) é
il relativo moltiplicatore di Lagrange.

Abbiamo cosi ottenuto, almeno localmente, che sia il punto di massimo relativo che il relativo moltiplicatore
dipendono dal valore b del vincolo.

Se l'intento é di massimizzare f ristretta a g(x) = by allora le funzioni x = ¢(b) e A = ¢(b) producono
rispettivamente il punto di massimo ed il relativo moltiplicatore del problema “perturbato”che prevede come
vincolo g(x) = bg. Cid, naturalmente, a patto che b sia abbastanza vicino a by. Con questa limitazione,

concludiamo affermando che per la famiglia dei problemi
max f(x
(ECP-Max-b) x ()
t.e. g(x)=b

le soluzioni sono completamente descritte dalla funzione ¢(b). Evidentemente v(b) := f(¢(b)) rappresenta il
valore ottimo. Derivando otteniamo

(25) v'(b) = f'(¢(b))¢'(b)

e tenendo conto della (24) disponiamo delle due relazioni

f'(6(b)) =9 (b)g'(6(b)) e g(¢(b))=b.

Derivando la seconda e sostituendo entrambe nella (25) otteniamo

v'(b) =¢(b)
che nel punto by diventa
v, (bg) = \s con s= 1,...,h.

Questo é un risultato “significativo”che puo essere riassunto come segue:
nella soluzione del problema (ECP-Max-b) X non é solo il prodotto di un artificio che permette di pervenire al
punto di ottimo X; X misura la sensibilitd del valore ottimo dell’obiettivo v* = f(X) alle variazioni del valore by
del vincolo.

In particolari contesti cio porta a significative interpretazioni dei moltiplicatori.

Esercizio 3.3. Una compagnia alloca €600000 da investire in pubblicita e ricerca. La compagnia stima che
per investire x centinaia di € in pubblicita e y centinaia di € in ricerca, vendera approssimativamenter un
totale di 302%°y'/3 unita del suo prodotto. Quanto dovrebbe spendere la societa in ricerca ed in pubblicita per
massimizzare il totale vendite? Che cosa accade se il budget subisce un incremento dell’1% ed se subisce un
decremento dell’1.5%?

SOLUZIONE: Lavoriamo in unita di € 1000. In tal modo la funzione obiettivo ¢

f(x,y) = 3025 ys
e ’equazione del vincolo &
x+y =600 oppure 600-xz-y=0

per cui il problema assume la forma (ECP-Max)

(26)

(z.y)

4 1
max 30z35y3
te. 600-x-y=0

La Lagrangiana e
L(z,y,\) = 30z5y5 + A(600 — 2 — ).
Per i punti di stazionarieta occorrono che sia verificate:
(27) 0= Ez = 24x7%y% -\
(28) 0=L,=10c5y™5 -\
(29) 0=Ly=600-2z—y
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Le equazioni (27) e (28) danno

EIIS

Y

Wl

30 A =242"5y3 = 10z
y

Percio x = 2.4y. Sustituendo nella (29) otteniamo 600-2.4y—y = 0 equivalente a y = % ~ 176.47. Allora x = 423.53
e utilizzando la (30) otteniamo A = 40.15. La condizione del secondo ordine attesta che (%, %) = (423.53,176.47)
¢ soluzione del problema (26) ed il valore ottimale, ossia il totale massimo di vendite, é f(423.53,176.47) =
21257.83.

Per rispondere alla seconda domanda dovremmo ripetere i calcoli utilizzando un nuovo budget ottenuto dal
precedente mediante I'incremento dell’1% o il decremento dell’1.5%. La procedura sarebbe senz’altro corretta
ma risulterebbe comunque lunga e tediosa! Proviamo a ragionare in modo diverso sfruttando prorio il significato
di A, inteso come rilevatore della sensibilita dell’ottimo dell’obiettivo al variare della costante by del vincolo.

Le variazioni a cui il budget é sottoposto sono molto piccole per cui é intuibile pensare che anche i nuo-
vi problemi di ottimo da risolvere avranno come soluzioni valori che saranno prossimi a quello gia rilevato.
Occorrera quindi soltanto calcolare quale sia I'incremento o il decremento che subira il massimo precedente
per determinare i nuovi massimi. Le soluzioni ottenute, anche se risulteranno approssimate rispetto alle reali,
rivestiranno comunque un ruolo significativo per il problema da affrontare.

Se il bilancio é aumentato dell’1% a € 606000 otteniamo un aumento di 6 nella costante del vincolo,
dato che stiamo lavorando in unita di €1000. II totale massimo delle vendite, di conseguenza, aumentera
approssimativamente di 6 = 6-40.15 = 240.90. Questo é un aumento di circa dell’1.13% sul massimo di vendite
precedente. (Se effettuassimo il calcolo con il nuovo budget di € 606000, I'incremento attuale sarebbe 241.08.)

Supponiamo adesso che il bilancio decresce dell’1.5% a € 591000, il totale massimo delle vendite decresce-
rebbe approssimativamente di 9X\ =9 -40.15 = 361.35 perché il vincolo subisce un calo continuo di 9. Questo si
ripercuote sul massimo delle vendite determinando un calo del 1.7%. (Il decremento attuale nel massimo delle
vendite é dai calcoli pari a 361.02 non troppo dissimile dal valore trovato!)

4. OTTIMIZZAZIONE CON VINCOLI DI DISUGLIANZA

Consideriamo il problema di ottimizzazione nel caso in cui V= K nD c D e PB(x) sia una relazione di
disuguaglianza.

Per i problemi di ottimizzazione con vincoli di disuglianza non e possibile eseguire una formulazione generale
in quanto le condizioni di ottimalita (anche quelle necessarie o dette del primo ordine) non sono le stesse tra i
problemi del tipo (P-Max) ed i problemi di tipo (P-min). Pertanto svolgeremo la trattazione con riferimento ai
problemi di massimo e succesivamente definiremo come trasformare i problemi di minimo riconducendoli sempre
al primi.

La complessita della ricerca dei massimi vincolati ci portera ad esaminare prima il problema con un solo
vicolo di non positivita, successivamente con piu vincoli di non positivita ed infine il problema generale in cui,
accanto a vincoli di non positivita, ci sono anche vincoli di non negativita.

4.1. Problema di massimo con vincoli di non positivita. Siano f: D € R"™ — R la funzione obiettivo tale
che f e C?*(R™ R), g: K ¢ R" - R" la funzione vincolare tale che g € C'(R",R"), b € R" un vettore reale di h
componenti e ¢;(x) < b; (con ¢ =1,2,...,h) gli h vincoli di non negativitad per cui V ={xe Dn K : g(x) < b}
¢ la regione ammissibile. In particolare i vincoli di uguaglianza g;(x) = b sono detti vincoli attivi o saturi o
stringenti, mentre quelli di disuguaglianza g;(x) < b sono detti vincoli non attivi o non saturi o non stringenti.

Sotto tali ipotesi il problema di massimizzazione della funzione f con h vincoli di non positivita assume la
forma

(DCP-Max) {?gxxg{f{}){)g b

Osservazione 7. Laddove la relazione B ¢ di disugliaglianza > bastera moltiplicare ciascun vincolo per -1 e
ottenere nuovamente la forma (DCP-Max).

Con analoghe considerazioni fatte nel caso dell’ottimizzazione con uguaglianza introduciamo i moltiplicatori
(uno per ciascun vincolo di disuguaglianza).

Sia £: D xR™ » R" definita dalla legge
L(x,A) = f(x) = A-(9(x) -b)
per un oppurtuno A = (Aq, Ag, ..., A\ ) € R" la Lagrangiana del problema (DCP-Max).

Come per il Teorema 9 e contemplando I’eventualita dei vincoli non attivi si ha un primo risultato utile:
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Teorema 13 (condizione del primo ordine). Sia X soluzione locale del problema (DCP-Maz) e g tale che sia li-
nearmente indipendenti i gradienti dei vincoli attivi in X*7. Allora esiste X € R che soddisfa contemporaneamente
alle sequenti condizioni:

(k) Ly(Z,X)=0
(kk) LAZA) >0 A X-Lxa(XX)=0
(kkk) x>0

Dimostrazione. Dimostriamo il Teorema nel caso piu semplice di un solo vincolo di non positivita

{mfx f(x)

D1CP-M
( ax) t.e. g(x)<b

per cui la condizione di regolarita della funzione vincolare ¢ Vg(X) # 0 se e solo se g(X) = b'® e quindi occorre
provare l'esistenza di A € R che soddisfa contemporaneamente alle seguenti condizioni:

§)) Lx(Z,X) =0
(i) LAFX)20 A M%) =0
(3i3) 2>0

La condizione (j) & la condizione di uguaglianza del vincolo. Infatti se g(X) = b allora per il Teorema 11
esiste un X > 0 tale che Vf(X) = AVg(X) e quindi Ly (X, X) 0.

Mentre da g(X) < b segue che Vf(X) = 0 e quindi . X = 0 dato che Vg(x) # 0. Pertanto si ha £(X,X) > 0.
Inoltre da X = 0 si ha che X- (—g(X) +b) = 0 e quindi ALx(X, ) = 0. In conclusione la condizione (jj) contiene
una condizione di disuguaglianza ed una condizione di uguaglianza detta condizione di complementarita.

Infine la condizione (jjj) esclude la possibilita che le altre condizioni possano non valere 'uno rispetto

all’altra.
O

Come visto nei precedenti casi di ottimizzazione 'ipotesi di convavita e convessita della funzione obiettivo
porta a riconoscere tra i punti di stazionarieta i massimi e minimi globali del problema. Pertanto enunciamo i
seguenti risultati di cui ometteremo la dimostrazione e che verrano intesi come condizione del secondo ordine
per la massimizzazione con vincoli di disuguaglianza.

Teorema 14 (condizione del secondo ordine in forma ristretta). Siano f e C*(R™,R) concava e g; € C*(R" R)

e debolmente convessa per ogni i = 1,...,h. Se esistono A = (Xl,...,’)\vh) e R" ed X tali che (SE,X) soddisfa le
condizioni (k), (kk) e (kkk) allora X & soluzione del problema (DCP-Maz).

Poiché la condizione che la funzione obiettivo sia concava € troppo restrittiva per risultare utile in alcune
applicazioni economiche, allora, I’assunto sara “generalizzato”supponendo che f sia debolmente concava.

Teorema 15 (condizione del secondo ordine). Siano f € CQ(R" R) e debolmente concava e g; € Cl'(R" R)

e debolmente convessa per ogni i = 1,...,h. Se esistono X = (A1,...,\n) € R" ed X tali che (X,X) soddisfa le
condizioni (k), (kk) e (kkk) e V f(X) # O allom X ¢ soluzione del problema (DCP-Max).

Esempio 4.1. Risolvere il problema

{maxm -(z-2)2

te. 1-x<0.

SOLUZIONE: La condizione di regolarita e soddisfatta in quanto g e lineare. La Lagrangiana associata a f e
L(z,\)=—(z-2)* - 1 -2)

Le condizioni (j), (jj) e (jjj) sono verificate dalle soluzioni del sistema

-2(x-2)+X=0
r-1<0
Ml-2)=0
A0

Procediamo dalla penultima condizione ottenendo A = 0 oppure = = 1. Da qui la seguente casistica
si ottiene A\ = -2 e ci0d contrasta con la condizione che A > 0. Quindi Z = 1 non ¢ accettabile;

17 Stavolta la condizione di regolaritd pud essere espressa come Vgm (X) # 0, con m = 1,2,...,k se i vincoli attivi investono le
prime k delle h componenti della funzione vincolare g.

181,a condizione di regolarita della funzione vincolare g del problema (D1CP-Max) ¢ del tutto analoga a quella di (ECP-Max)
e cioe che Vg non si annulli. Stavolta pero risulta indispensabile che Vg(X) = 0 se e solo se g(X) = b perché se cosi non fosse ovvero
se g(X) < b si avrebbe V f =0 e quindi potrebbe anche essere Vg = 0.
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si ottiene = = 2.
Concludiamo affermando che il problema ammette soluzione T = 2 a cui corrisponde il valore ottimale

F(2) =0.

Esempio 4.2. Risolvere il seguente problema

max —(z; —4)% - (x5 - 4)?
(z1,22)
tc. x +x2<4
T, + 3T <9.
SOLUZIONE: La funzione obiettivo & concava, ed i vincoli sono entrambi lineari, quindi concavi. La Lagrangiana
associata a f e

C(Il,IQ, /\1,)\2) = —(.171 - 4)2 - (.Z‘Q = 4)2 = )\1(111‘1 + T2 — 4) - )\2(1‘1 -3z — 9)
e quindi le soluzioni del problema sono le stesse delle condizioni (k), (kk) e (kkk) ovvero le soluzioni del sistema
—2(.%1—4)—/\1 —)\2 =0
—2(5(12 - 4) - )\1 - 3)\2 =0

r1+x9<4, A 20, e )\1($1+$2—4)=0
Ty + 322 <9, )\220, e /\2(561 +3.Z‘2—9) =0.

Essendo difficile la ricerca immediata delle soluzioni proviamo i vari casi:

T1+xo=4ex;+3r9=9: ‘ In questo caso abbiamo x; = % e Io = % Quindi le prime due equazioni sono
5 - )\1 - )\2 = 0
3-A1-3X=0

vale a dire A\; =6 e Ay = —1 e cio viola la condizione Ay > 0.
‘xl +T9=4ex1+3x2<9: ‘ cosicche Ao = 0. Allora le prime due equazioni implicano che x1 =22 =2 e A\ = 4.

Tutte le condizioni sono soddisfatte, dunque (z1,z2, A1, A2) = (2,2,4,0) & una soluzione.

1—52 €Ty = 15—1, violando

‘ T1+ax9<4dex;+3r9=9: ‘ da cui Ay = 0. Allora le prime due equazioni implicano che x; =
T1 + 29 < 4.

‘xl +x9<4ex+3x:< 9:‘ dunque A; = Ay = 0. Allora le prime due equazioni implicano che z; = zo = 4,
violando 1 + x5 < 4.

In conclusione (F1,Za, A1, A2) = (2,2,4,0) & 'unica soluzione per le condizioni (k), (kk) e (kkk) e quindi per
il Teorema 14 'unica soluzione del problema ¢ (Z1,72) = (2,2).

4.1.1. Le wvariabili sono positive. Nei problemi di ottimizzazione di natura reale sono quasi sempre presenti
vincoli di non negativita (ad es. indicano che le quantita sia reali positie) e cid comportera una rivisitazione
della ricerca come segue.

In particolare prestiamo attenzione al ben noto problema di massimizzazione reale

maxy f(x)
(DCP-Max-reale) te g(x)<b
x20

a cui & associata la funzione lagrangiana £ : D x R" - R definita dalla legge
L(x,A) = f(x) - A-(9(x) - b)

Teorema 16. Sia X soluzione locale del problema (DCP-Maz-reale) e g tale che sia linearmente indipendenti i
gradienti dei vincoli attivi in X. Allora esiste X € R" che soddisfa contemporaneamente alle sequenti condizioni:

(kkt1) Lia(XA)<0 A X-Ly(Z,X)=0
(kkt2) LAFA)>0 A X-Lxa(XX)=0
kkt3 X, A20

(kkt3) ;

Le condizioni del primo ordine su riportate sono dette condizioni di Karush Khun Tucker.

Osservazione 8. La funzione Lagrangiana non ¢ influenzata dalla presenza di vincoli di non negativita. La
condizione di regolarita dei vincoli pur prevedendo che i gradienti dei vincoli attivi siano linearmente indipendenti
necessita di considerare sia i vincoli tradizionali sia quelli di non negativita. Infine, le condizioni di Karush Khun
Tucker differiscono solamente per la prima diventa ora una condizione con disuguaglianza abbinata ad una
nuova condizione di complementarita. Le altre condizioni sono identiche alle precedenti, con ’ovvia condizione
aggiuntiva della non negativita del vettore x.
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La condizione del secondo ordine e pressocche simile a quella enunciata nel caso di vincoli di non positivita
nelle versioni del Teorema 14 e del Teorema 15 con la differenza che occorre considerare le condizioni (kkt1),
(kkt2) e (kkt3) al posto delle rispettive (k), (kk) e (kkk).

Esempio 4.3. Risolvere il problema

max xy
(z,y)
te. x+y<6

>0
y 0.

SOLUZIONE: Le funzioni vincolo sono concave, dunque le condizioni di Karush Kuhn Tucker sono necessarie.
Inoltre, la funzione obiettivo & continua e 'insieme vincolare ¢ compatto dunque, per il Teorema 3, il problema
ammette soluzione globale. Le soluzioni del problema percio sono le soluzioni delle condizioni del primo ordine
stesse che segnalano i valori pit alti della funzione®.

La Lagrangiana e

L(z,y, M1, M2, A3) = 2y = M (2 +y = 6) + Ao + A3y.
e le condizioni di Karush Kuhn Tucker sono
Yy-A+X<0 e z(y—-A+XA2)=0
T-AM+A3<0 e y(z—-A+A3)=0
x+y<6, e M(z+y-6)=0
x>0, e Xdx=0
y>20, e Ay=0
A120, Aa>0, \3>0
Si ha allora la seguente casistica
allora Ao = A3 =0, quindi A\; = x = y dalle prime due condizioni. Quindi x =y = A = 3 dalla terza
condizione. Questi valori soddisfano tutte le condizioni.

allora A3 = 0 dall’ultima condizione e A1 = & = 0 dalla seconda condizione. Ma ora dalla prima

condizione Ay = —y < 0, contraddicendo Ay > 0.
x>0ey=0:| allora Ay =0, ed un analogo argomento porta ad una contraddizione.

x =y =0:| allora A\; = 0 dal terzo insieme di condizioni, cosi Ay = A3 dalla prima e seconda condizione. Questi

valori soddisfano tutte le condizioni.
Concludiamo che vi sono due soluzioni che soddisfano alle condizioni di Karush Kuhn Tucker, (Z, 7, A1, s, Xg) =
(3,3,3,0,0) e (Z,7, A1, A2, A3) = (0,0,0,0,0). Dato che f(3,3) =9>0= f(0,0) allora la soluzione del problema
& (7,7) = (3,3).

4.2. Problema di massimo misto. Definiamo problema misto quel problema di massimo in cui sono presenti
vincoli di uguaglianza, vincoli di non positivita e vincoli di non negativita. La sua forma &

maxy f(x)

te ¢g(x)<b
h(x)=0
x>0

(DCP-Max-misto)

La soluzione del problema (DCP-Max-misto) ¢ da ricercare tra le combinazioni dei problemi di tipo (ECP-
Max) e del tipo (DCP-Max-reale). Senza dilungarsi in enunciati che pur garantendo le condizioni necessarie e
sufficienti della soluzione costituiscono un appesantimente della presente disquisizione presentiamo un esempio
dal quale evincere la costruzione delle condizioni.

Esempio 4.4. Risolvere il problema
max f(z,y)=2z-y
(=,y)

te. x’+y=2
z+y>0
20

19Alterna,tivamente, possiamo richiamare la sufficienza delle condizioni di Karush Khun Tucker: la funzione obiettivo & quasi-
concava (ma non concava) nell’insieme vincolare (le sue curve di livello sono iperboli equilatere) e le funzioni vincolo sono lineari,
quindi quasiconvesse, per cui se X risolve le condizioni (kkt1), (kkt2) e (kkt3) e Vf(X) # O, allora X & soluzione del problema.
Osserviamo pero che questo argomento lascia aperto la stato dei punti X che risolvono le condizioni di Karush Kuhn Tucker e
soddisfano V f(X) = 0; non si determina quando essi siano soluzione o non lo siano.
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SOLUZIONE: Riscriviamo il problema nella forma (DCP-Max-misto) come

max f(z,y)=2z-y

(z,y

te. x2+y=2
-z-y<0
20

La Lagrangiana associata ¢
L(z,y, M1, A2) =22 —y = Ay (2® +y = 2) = Aa(—z —y)

e le condizioni di ottimalita sono:

2-2Mzc+X <0 A x(2—2)\1x+)\2):0

—1—)\1+/\2=0

2 +y=2

z+y20 A Az+y)=0
x, A2 > 0.

Precisiamo che:

e la prima condizione ¢ data da una disequazione dato che = € vincolata in segno e dalla condizione di
complementarita su x;

e la seconda condizione ¢ data da un’equazione dato che y non ¢ vincolata in segno;

e la terza condizione rappresenta il vincolo di uguaglianza assegnato;

e la quarta condizione ¢ il rispetto del vincolo di disequazione, abbinato alla complementarita con il
moltiplicatore del secondo vincolo, cioe Ag;

e la quinta ¢ la non negativita di = e del moltiplicatore Ay2°.

Ricerchiamo la soluzione del sistema analizzando i due casi possibili su As.

Se A2 = 0 si ha subito dalla seconda A\; = -1, per cui la complementarita su x diventa x(2 + 2z) = 0, che
fornisce = 0 non accettabile in quanto la prima disuguaglianza non & verificata, oppure = —1 che non &
accettabile perche x > 0.

Pertanto deve essere Ay > 0 e quindi il secondo vincolo ¢ attivo. Riscriviamo le condizioni:

2-2\z+X <0 A x(2—2)\1$+)\2)20
—1—/\1+>\2=0

z2+y=2

z+y=0

x>0, >0.

Dal secondo vincolo si ha y = —z e quindi il primo diventa 2 — 2 — 2 = 0, che ha per soluzioni = = 2 oppure
x = —1 che scartiamo subito perché x > 0. Per x = 2 si ha y = -2 e per la complementarita sulle x le prime due
condizioni diventano equazioni entrambe:

2 - 2/\1£E + /\2 =0

-1- )\1 + )\2 =0

)\2 >0

che porta a Ay =1, Ay = 2.
Quindi in conclusione abbiamo soltanto il punto (Z,7) = (2,-2) con A\; = 1 e Ay = 2 che risulta di massimo
globale vincolato dato che l'insieme dei vincoli € un compatto.

4.3. Problema di minimo. Ricordando la relazione (2), definire i problemi di minimo di tipo (D1CP-min),
(DCP-min), (DCP-min-reale) e (DCP-min-misto) & equivalente a trattare i rispettivi problemi di massimo
(D1CP-Max), (DCP-Max), (DCP-Max-reale) e (DCP-Max-misto), dove la funzione obiettivo & definita dalla
legge h(x) = - f(x) per ogni x € R™.

Esempio 4.5. Il problema

min f(z,y) = +y
(z,y)

te. x2+y?>2
z+120
y>0

20 moltiplicatore A1 & libero poiché il vincolo corrispondente & di equazione.



28 DISPENSA DI OTTIMIZZAZIONE MATEMATICA PER L’ECONOMIA A.A. 2012/13

si puo allora trasformare nel problema di massimo in forma (DCP-Max)

max h(z,y) = max -z -y

(z,y) (z,y
te. —a?-y?<-2
—x<1
-y < 03

che puo essere affrontato con le condizioni di Karush Kuhn Tucker. Si verifica che la soluzione ¢ X = (-1,1) a
cui corrisponde il valore ottimale f(X) =0.

APPENDICE

4.4. A proposito delle matrici quadrate. Sia A = (a;;) € M,,.

4.4.1. Sottomatrici principali.

Definizione 4.1. Definiamo sottomatrice principale di A di ordine k con k < n la matrice Ay ottenuta
eliminando n — k colonne ed n —k righe. Il determinante della sottomatrice principale & detto minore principale.

Definizione 4.2. La sottomatrice principale A; ottenuta eliminando le ultime n — k righe e n — k colonne ¢
detta sottomatrice principale di nord-ovest ed il suo determinante ¢ detto minore principale di nord-ovest.

4.4.2. Forme quadratiche. Sia A = (a;;) € M,, simmetrica.

Definizione 4.3. La funzione @ : R" - R definita dalla legge x ¢ R — x” Ax € R & detta forma quadratica
associata ad A.

Definizione 4.4. La forma quadratica Q(x) & detta:
semidefinita negativa se Q(x) <0 per ogni x € R";
definita negativa se Q(x) <0 per ogni x € R" e x # 0;
semidefinita positiva se Q(x) > 0 per ogni x € R™;
definita positiva se Q(x) > 0 per ogni x € R” e x # 0;
indefinita se cambia di segno al variare di x € R™.

Teorema 17 (di Sylvester-Jacobi). La forma quadratica Q(x) risulta essere:

e definita positiva se e solo se det A1 >0, det A3 >0, ... , det A, > 0;

o definita negativa se e solo se det A; <0, det A3 >0, ... , (-1)"det A,, > 0;

o semidefinita positiva se e solo se esiste almeno A; tale che det A; = 0 e det Ay > 0, det As > 0, ...,
det Ai—l > 0, det Ai+1 > 0, ceey det An > 0,'

e semidefinita negativa se e solo se esiste almeno A; tale che det A; = 0 e det A; < 0, det A > 0, ...,
(-1)™det A,, > 0;

o indefinita se e solo se esiste almeno A; tale che det A; # 0 ma gli altri A; non rispettano alcuna delle
precedenti regole.

dove A; con i =1,2,....n ¢& la sottomatrice principale di nord-ovest di ordine i della matrice A della forma
quadratica Q).

4.5. A proposito delle funzioni scalari reali. Siano f: D cR" - R e x; elo).

4.5.1. Limaits.

Definizione 4.5. f ammette:

e limite [ € R per x — X¢ e scriviamo lim f(x) =1 se

X—>X0

Ve>035>0:VxeDcon ||x—xo|<d = |f(x)-1]| <e

e limite oo per x - X € scriviamo lim f(x) = oo se
X—>X(

YM>0306>0:VxeDcon |[x-%x¢|<d = |f(x)|>M

e limite [ € R per x - oo e scriviamo lim f(x) =1 se
X—> 00

Ve>0IN>0:VxeDcon x| >N = |f(x)-1]| <e

e limite oo per x — o0 e scriviamo lim f(x) = oo se
X—>00

VM>03IN>0:VxeDcon |x|>N = |f(x)|>M
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Teorema 18 (Condizione sufficiente per n = 2). Posto x¢ = (2o, Yo) €
T =1xg+7rcosh, Yy =1yo+rsinfd
se esiste ed & finito l € R ed esiste la funzione g(r) tale che in un intorno di (xo,yo) si abbia
|f(zo+7cos,yg+rsinfd) -1 <g(r) con Tlir(r)l+g(r) =0

allora si ha

f(x’y):l

im
(@,y)~(z0,y0)

4.5.2. Gradiente e Hessiano.

Definizione 4.6. Diciamo che f & deriwabile parzialmente in x( rispetto alla variabile z; se esiste ed e finito il
seguente

lim f(xo + Aze;) - f(x0) '
Az—0 Az

11 valore del limite & detto derivata parziale di f in x¢ rispetto alla variabile x; ed indicato con f,,(Xq).
Diciamo che f & derivabile in x( se esistono e sono finite le quantita f,,(xo) per ogni i =1,2,...,n.

La funzione f,, : D — R definita dalla legge xg — fz,(x0) & detta funzione derivata parziale (prima) di f
rispetto a x;.

Sia f derivabile in ﬁ

Definizione 4.7. Definiamo gradiente di f in xg il vettore riga di R"

Vf(XO) = ( J, (XO) focz(XO) f;cn(xo) )
La funzione Vf : D - R™ definita dalla legge x — V f(x) per ogni x € D ¢ detta funzione gradiente di f.

Definizione 4.8. Se f,, ¢ derivabile definiamo derivata parziale seconda di f rispetto a x; ed a x; la derivata
parziale prima di f,, rispetto a x;
fl'il'j (X) = fitj (fm(x))

Definizione 4.9. Definiamo Hessiano di f in xqD la matrice vettoriale di R™ x R™ = R?"

fm1w1 (XO) fmlzz(XO) fJI?1:I?n(XO)
Hf (XO) = fw2w1:(X0) faczggz (Xo) = fww7§ (XO)

ffnzl. (XO) fzn£2 (XO) . frnxn (XO)
Poniamo

C"(R",R):={f:R">R: f e fg, . continue}

i
—
n—-volte

Teorema 19 (di Schwartz). Se f e C?(R",R) e xq eD. Allora

fx,iIJ(XO) :fwjmi(XO) Viaj:1a2a“-7n
Corollario 20. Se valgono le ipotesi del Teorema 19 allora Hy(x¢) € una matrice simmetrica.

4.5.3. Funzioni implicite.

Teorema 21 (del Dini). Siano f € C'(R",R), c € R e xq eD tale che f(x0) = c. Allora esiste la funzione
®,; : R"! - R definita dalla legge (T1, ..., Ti1,Tis1, s Tn) —> T; 0 un intorno B di (Tg,, ..., To,_,T0,., 5 T0,, )
tale che:

a. f(o1, @1, @i(T1, o i1, Tig1s o, T ) Tig s oy T ) = € PET OGN (L1, oy Ti1, Tinds ey T )5

b. l’()i = (I)i(l’ol,...,.ﬁoi_l,ilf()“l, ...,l’on);
c. ®; ¢ differenziabile in (To,, ..., T0; 1, X0;,ys - L0, ) €

fCCj (XO)
fwz' (XO)

(Dizj (if()l, ...,"E0i717.’£0i+1,...7$0n) = —
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4.5.4. Funzioni concave e convesse.

Definizione 4.10. La funzione f & convessa (risp. strettamente convessa) in D se
Vx,ye DVte[0,1] f((1-t)x+ty)<(1-t)f(x)+tf(y) (risp. <)
La funzione f & concava (risp. strettamente concava) in D se
Vx,ye DVte[0,1] f((1-t)x+ty)>2(1-t)f(x)+tf(y) (risp. <)
Proposizione 22. f ¢ convava (risp. strettamente concava) in D se —f é convessa (risp. strettamente convessa)
in D.
Teorema 23. Sia f € C2(R?, R). Allora

CS: se Hy(x) é definita positiva (risp. negativa) per ogni x €D allora f é strettamente concava (risp.
strettamente convessa);
CNeS: f ¢é debolmente convessa (risp. debolmente concava) se e solo se Hy(x) é semidefinita positiva

(risp. semidefinita negativa) per ogni x €D
4.5.5. Differenziabilita e Polinomio di Taylor.

Definizione 4.11. La funzione f & differenziabile in xq se

81 p FO) = F(x0) = V(o) (X~ o) _

x=xo [ = xq]|

0

Definizione 4.12. Data f: D c R" —» R tale che f € C? e xo € D definiamo polinomio di Taylor di f in xq di
ordine 2, la funzione

T g () = F<) + 7 £x0) - (6~ x0) + 5 (= x0) T - By (x0) - (x - x0)



